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第 2 版 前 言 


运筹 学 是 20 世纪 40 年 代 开始 形成 的 一 门 新 学 科 。 它 用 定量 分 析 的 方法 来 研究 现实 世 
界 系统 运行 的 规律 ， 从 中 提出 具有 共性 的 模型 ， 寻 求解 决 模型 的 方法 ， 其 目的 是 帮助 管理 
者 选择 最 优 决策 方案 ， 因 此 运筹 学 是 实现 管理 现代 化 必 不 可 少 的 工具 。 运 筹 学 又 是 一 门 应 
用 学 科 ， 也 是 交叉 学 科 ， 因 此 它 在 工程 技术 、 生 产 管理 、 财 政 经 济 、 军 事 作 战 、 科 学 实验 
及 社会 科学 中 都 得 到 广泛 的 应 用 ， 越 来 越 受 到 各 部 门 和 企业 的 重视 。 目 前 许多 高 等 院 校 的 
很 多 专业 ， 特 别 是 理工 科 专业 都 把 运筹 学 列 为 选修 课 ， 有 的 专业 已 把 它 列 为 必修 课 。 

本 书 具 有 以 下 特色 : 在 叙述 与 论证 方面 力求 简洁 清晰 ,尽量 避 免 元 长 的 定理 证 明 ; 理 
论 与 算法 能 联系 实际 问题 ， 特 别 注重 实用 性 ; 在 内 容 深度 上 上 力求 能 被 具有 高 等 数学 、 线 性 
代数 和 概率 统计 基础 知识 的 读者 顺利 地 接受 和 掌握 ; 注重 运筹 学 与 相关 学 科 的 互相 渗透 和 
促进 ; 注重 数学 模型 与 计算 机 软件 的 结合 ， 给 出 予 与 数学 模型 对 应 的 算法 ,便于 计算 结 
果 、 分 析 结 果 。 因 此 本 书 有 助 于 培养 学 生 的 “优化 ”意识 、 决 策 能 力 和 思考 能 力 ， 特 别 是 
建立 模型 的 能 力 和 使 用 计算 机 软件 解决 实际 问题 的 能 力 。 

本 书 可 作为 理工 科 本 科 或 大 专 院 校 的 教材 ， 也 可 供 从 事实 际 工作 的 工程 技术 人 员 、 管 
理 人 员 、 企 业 家 、 商 业经 营 者 等 学 习 参 考 。 建 议 总 课时 为 如一 60 课时 ， 上 机 课时 为 6 一 10 




















本 书 内 容 共 10 章 ， 可 分 为 6 部 分 ， 线 性 规划 (第 1 章 、 第 2 音 、 第 3 章 、 第 4 音 ), 动 
态 规划 (第 5 章 )， 网 络 规划 (第 6 章 )， 决 策 与 对 策 (第 7 章 、 第 8 章 )， 存 储 问题 (第 9 
章 ) ， 实 验 指导 与 运算 软件 (第 10 章 ， 为 综合 性 设计 与 训练 提供 帮助 ) 。 

参加 本 书 编写 的 单位 和 人 员 ， 西 安 建筑 科技 大 学 魏 宗 田 、 张 俊 敏 (负责 编写 绪论 、 第 
5 章 、 第 7 章 、 第 8 音 )， 西 安 理 工大 学 常 晓 军 、 届 漫 利 、 吴 亚 丽 、 张 海 英 (负责 编写 第 1 
章 、 第 2 章 、 第 3 音 、 第 4 章 、 第 6 章 、 第 10 章 )， 西 安 工程 大 学 吴 园 (负责 编写 第 9 章 )。 
教学 课件 的 制作 者 : 吴 亚 丽 、 张 海 英 (负责 制作 绪论 、 第 1 章 、 第 2 章 、 第 3 音 、 第 4 章 、 
第 6 章 )， 魏 宗 田 、 张 俊 敏 (负责 制作 第 5 章 、 第 7 章 、 第 8 章 )， 吴 园 (负责 制作 第 9 音 )。 
全 书 由 吴 亚 丽 、 张 俊 敏 担任 主编 ， 魏 宗 田 、 吴 园 担任 副 主 编 ， 张 海 英 负责 统 稿 ， 西 安 建筑 
科技 大 学 的 徐 裕 生 教 授 担任 主 审 。 徐 教授 极其 认真 地 审阅 了 全 稿 ， 并 提出 了 许多 宝贵 的 改 
进 意见 ， 在 此 表示 诚 埋 的 感谢 
于 编者 时 间 和 水 平 有 限 ， 书 中 不 要 之 处 在 所 难免 ， 明 请 专家 及 读者 批评 指正 。 
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记 车 





一 、 运 筹 学 的 产生 与 发 展 


运筹 学 的 英文 名 称 为 Operations Research， 简 称 OR， 意 为 “运用 研究 ”或 “操作 研 
究 ”。 作 为 一 个 科学 名 词 ，OR 最 早出 现 于 20 世纪 30 年 代 末 ，50 年 代 后 期 由 著名 科学 家 


钱学森 、 许 国志 等 引入 我 国 ， 其 中 文 译名 则 是 来 自古 语 “ 运 筹 帷 幅 之 中 








， 决 胜 千里 之 外 ” 


( 见 《 史 记 ， 高 祖 本 记 》)。 因 为 运筹 学 不 单 有 数学 的 含义 ， 还 含有 规划 、 决 策 等 其 他 相关 
学 科 的 内 容 ， 更 是 有 运用 筹划 、 以 策略 取胜 等 意义 因此 借用 其 中 的 “运筹 ”二 字 , 恰当 











地 反映 了 这 门 学 科 的 性 质 和 内 涵 。 


各 国学 者 对 运筹 学 的 定义 和 解释 各 不 相同 。P. M. Morse 与 .G, E. kimball 给 运筹 学 下 
的 定义 是 :“ 运 筹 学 是 在 实行 管理 的 领域 ， 运 用 数学 方法 对 需要 进行 管理 的 问题 统筹 规划 、 


做 出 决策 的 一 门 应 用 科学 。” 运 筹 学 的 另 一 位 创始 人 把 运筹 学 定义 为 :“ 管 
获得 关于 系统 运行 的 最 优 解 而 必须 使 用 的 一 种 科学 方法 .。” 也 有 学 者 把 运筹 学 描述 为 就 组 
织 系 统 的 各 种 经 营 做 出 决策 的 科学 手段 ， 它 使 用 许多 数学 工具 (包括 高 等 数学 、 线 性 代数 、 
概率 统计 、 数 理 分 析 、 随 机 过 程 等 ) 和 逻辑 判断 方法 ， 来 研究 系统 中 人 、 财 、 物 的 组 织 管 


理 、 筹 划 调度 等 问题 ， 以 便 获 得 最 大 效益 。 

















显示 了 其 


巨大 的 威力 。 
但 是 作 



































争 、 优 化 








运筹 学 的 早期 工作 可 以 追溯 到 -20 世纪 初 ，1914 年 兰 彻 斯 特 (Lanchester) 提 出 了 军事 
运筹 学 的 战斗 方程 ，1917 年 排队 论 的 先驱 爱 而 朗 CErlang) 提 出 了 排队 论 的 一 些 著 名 公式 。 
而 存储 论 的 最 优 批量 公式 是 在 20 世纪 20 年 代 初 提 出 来 的 ， 列 温 逊 (Lewin Johnson) 则 在 
20 世纪 30 年 代 已 经 开始 用 运筹 学 思想 分 析 商 业 广告 和 顾客 心理 。 运 筹 学 的 活动 是 从 第 二 
次 世界 大 战 初期 的 军事 任务 开始 的 ， 当 时 迫切 需要 把 各 种 稀少 的 资源 以 有 效 的 方式 分 配给 
各 种 不 同 的 军事 活动 团体 ， 所 以 英国 和 美国 等 军事 管理 当局 号 召 科 学 家 运用 科学 手段 来 处 
理 战略 与 战术 问题 。 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 和 运筹 学 成 功 地 解决 了 许多 重要 的 作战 问题 ， 


为 数学 的 一 门 分 支 学科 ， 运筹 学 是 在 第 二 次 世界 大 战 后 期 才 形成 的 。 在 战 后 的 
工业 恢复 时 期 ， 由 于 组 织 内 与 日 俱 增 的 复杂 性 和 专业 化 所 产生 的 问题 ， 使 运筹 学 进入 工商 
企业 和 其 他 部 门 ， 并 在 20 世纪 50 年 代 以 后 得 到 广泛 的 应 用 。 其 中 ， 系 统 配 置 、 聚 散 、 竞 

的 运用 机 理 得 到 深入 的 研究 和 应 用 ， 形 成 了 一 套 较 完备 的 理论 ， 如 规划 论 、 排 队 
论 、 存 储 论 、 决 策 论 等 。 后 来 电子 计算 机 的 问世 又 大 大 促进 了 运筹 学 的 发 展 。 不 和 久 许 多 国 


管理 系统 的 人 为 了 








家 相继 成 立 了 专门 的 运筹 学 会 ，1948 年 英国 成 立 了 运筹 学 学 会 ，1952 年 美国 成 立 了 运筹 








学 学 会 ，1957 年 国际 运筹 学 协会 成 立 了 ， 至 1986 年 全 世界 已 有 38 个 国 











筹 学 学 会 或 类 似 的 组 织 。 我 国 于 1956 年 由 中 国 科学 院 成 立 了 运筹 学 小 组 





家 和 地 区 成 立 了 运 
， 并 于 1980 年 成 








立 了 运筹 学 学 会 。 
运筹 学 概念 虽然 起 源 于 欧美 国家 ,但 在 学 科研 究 方 面 ,我 国 并 不 落 
代 中 期 ， 著 名 数学 家 华罗庚 等 老 一 辈 科 学 家 的 贡献 最 为 突出 20 世纪 六 - 











后 。20 世纪 50 年 
E 十 年 代 ， 华 罗 庚 





的 “优选 法 ”和 “统筹 法 ”被 许多 部 门 采 用 ， 取 得 很 好 的 经 济 效益 ， 受 到 中 央 领 导 的 好 








评 。 改 革 开 放 以 来 ， 运 筹 学 的 应 用 更 为 普遍 ， 例 如 ， 运 用 线性 规划 进行 全 国 范围 的 粮食 、 
钢材 的 合理 调运 和 广东 省 内 水 泥 的 合理 调运 等 ， 同 时 简单 易 行 的 “图 上 作业 法 ”也 发 挥 了 
作用 。 运 筹 学 方法 在 企业 管理 中 的 应 用 取得 了 明显 的 经 济 效益 ， 提 高 了 企业 的 管理 水 平 ， 
受到 企业 决策 层 和 主管 部 门 的 重视 。 

二 、 运 筹 学 的 性 质 与 特点 

运筹 学 是 一 门 应 用 科学 ， 它 广泛 地 应 用 现 有 的 科学 技术 知识 和 数学 方法 来 解决 实际 问 
题 。 运 筹 学 研究 的 对 象 是 经 济 、 军 事 及 科学 技术 等 活动 中 ， 能 用 数量 关系 来 描述 的 有 关 决 
策 、 筹 划 与 管理 等 方面 的 问题 。 运 筹 学 着 重 以 管理 、 经 济 活动 方面 的 问题 及 解决 这 些 问 题 
的 原理 和 方法 作为 研究 对 象 。 

运筹 学 发 展 到 今天 ， 内 容 已 相当 丰富 ， 分 支 也 很 多 ， 主 要 包括 线性 规划 、 整 数 规划 、 
目标 规划 、 多 目标 规划 、 非 线性 规划 、 动 态 规划 、 图 与 网 络 、 决 策 论 、 对 策 论 、 排 队 论 、 
存储 论 、 可 靠 性 与 质量 管理 、 层 次 分 析 法 等 。 显 然 ， 运 筹 学 具有 多 学 科 交 叉 的 特点 ， 是 跨 
学 科 的 应 用 科学 。 

由 于 运筹 学 具有 广泛 的 应 用 性 ， 为 了 有 效 地 应 用 运筹 学 、 英国 前 运筹 学 会 会 长 汤姆 林 
森 (Tomlin Son) 提 出 了 以 下 6 条 原则 。 

(1) 合作 原则 : 运筹 学 工作 要 和 各 方面 的 人 证; 尤其 是 同 实际 部 门 工作 者 合作 。 

(2) 催化 原则 : 在 多 学 科 共同 解决 某 问题 时 ;要 引导 人 们 改变 一 些 常规 的 看 法 。 

(3) 互相 渗透 原则 : 要求 多 部 门 彼此 渗透 地 考虑 问题 ， 而 不 是 只 局 限于 本 部 门 。 

(4) 独立 原则 :在 研究 问题 时 ,不 应 受 某 人 或 某 部 门 的 特殊 政策 所 左右 ， 应 独立 
工作 。 

(5) 宽容 原则 : 解决 问题 的 思路 要 宽 ， 方 法 要 多 ， 而 不 是 局 限于 某 种 特定 的 方法 。 

(6) 平衡 原则 :要 考虑 各 种 矛盾 的 平衡 -关系 的 平衡 。 

总 之 ， 应 用 运筹 学 要 集思广益 ,取长补短 ， 灵 活 运 用 ， 积 极 进取 。 运 筹 学 在 研究 问题 
方面 具有 以 下 特点 。 

(1) 运筹 学 借助 于 模型 ， 用 定量 分 析 或 定量 与 定性 分 析 相 结合 的 方法 ， 合 理 地 解决 实 
际 问题 ， 广 泛 应 用 于 工商 企业 、 军 事 部 门 、 民 政事 业 等 研究 组 织 内 的 统筹 协调 问题 ， 故 其 
应 用 不 受 行业 和 部 门 的 限制 。 

(2) 运筹 学 是 多 学 科 专 家 集体 协作 研究 的 结晶 。 运 筹 学 既 对 各 种 经 营 活动 进行 创造 性 
的 科学 研究 ， 又 涉及 组 织 的 实际 管理 问题 ， 具 有 很 强 的 实践 性 ， 最 终 能 向 决策 者 提供 建设 
性 意见 ， 并 收 到 实效 。 

(3) 运筹 学 以 “整体 最 优 ” 为 目标 ， 从 系统 的 观点 出 发 ， 力 图 以 整个 系统 最 佳 的 方式 
来 解决 该 系统 各 部 门 之 间 的 利害 冲突 ; 对 所 研究 的 问题 求 出 最 优 解 或 最 佳 的 行动 方案 ， 所 
以 它 也 常 被 看 成 是 一 门 优化 技术 ， 它 提供 的 是 解决 各 类 问题 的 优化 方法 。 

(4) 电子 计算 机 是 不 可 缺少 的 工具 ,计算 机 的 发 展 使 许多 运筹 学 方法 得 以 实现 和 发 
展 。 目 前 已 有 不 少 可 以 求解 运筹 学 各 种 问题 的 成 熟 软 件 ， 如 MATLAB、QSB、LINDO、 
JINGO 等 。 

三 、 运 筹 学 的 模型 与 应 用 

运筹 学 在 解决 实际 问题 的 过 程 中 ， 其 核心 问题 是 建立 模型 ， 建 立 模型 的 主要 步 又 
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如 下 。 
1. 明确 目标 
即 通 过 对 实际 问题 的 调查 研究 ， 搜 集 有 关 资 料 ， 弄 清 问 题 的 目标 、 可 能 的 约束 、 问 题 
的 有 关 变 量 及 有 关 参 数 。 
2. 建立 模型 
构建 模型 是 运筹 学 研究 的 关键 步 又， 模型 主要 有 像 形 模型 、 模 拟 模型 和 数学 模型 三 大 
类 型 ， 其 中 以 数学 模型 为 主 。 在 建立 模型 时 ， 往 往 要 根据 一 些 理论 的 假设 或 设立 一 些 前 提 
条 件 ， 对 模型 进行 必要 的 抽象 和 简化 。 
建立 模型 需要 注意 以 下 几 点 。 
(1) 要 有 一 组 决策 变量 。 
(2) 要 有 一 组 反映 系统 逻辑 和 约束 关系 的 约束 方程 。 
(3) 建立 能 反映 决策 目标 的 目标 函数 。 
(4) 搜集 与 系统 密切 相关 的 各 种 参数 。 
3. 求解 与 检验 
对 建立 的 模型 求解 计算 ， 得 到 的 结果 只 是 解决 问题 的 一 个 初步 方案 。 结 果 是 否 满 意 ， 
还 需 检验 ， 若 不 满意 ， 要 重新 考虑 模型 的 建立 是 否 合 理 ， 采 用 的 数据 是 否 完整 与 科学 ， 并 
对 模型 进行 修正 或 更 改 。 经 过 反复 检验 和 修正 模型 后 求 得 的 结果 才 是 符合 实际 的 可 行 
方案 。 
需要 注意 的 是 ， 由 于 模型 和 实际 存在 差异 ， 由 模型 得 到 的 最 优 解 可 能 是 实际 系统 的 近 
似 解 或 者 满意 解 ， 因 此 得 到 的 结果 只 能 给 决策 者 提供 二 个 决策 的 参考 。 
4. 分析 与 实施 
当 求 出 结果 后 必须 对 结果 进行 分 析 。 要 求 管理 人 员 (决策 者 ) 和 建 模 人 员 共 同 参与 
让 决策 者 了 解 求解 的 方法 步 又， 对 结果 赋予 经 济 含义 ， 并 从 中 获取 求解 过 程 中 宝贵 的 经 济 
信息 ， 便 于 结果 的 真正 实施 。 
近 几 十 年 来 ， 运 筹 学 的 模型 已 广泛 应 用 于 许多 领域 。 在 军事 、 交 通 运输 及 国民 经 济 各 
部 门 的 资源 分 配 与 管理 、 工 程 优化 设计 、 市 场 预测 与 分 析 、 生 产 计 划 管 理 、 库 存 管理 、 计 
算 机 与 管理 信息 系统 等 诸多 领域 都 有 重要 的 应 用 成 果 出 现 。 
运筹 学 模型 的 应 用 越 来 越 受到 重视 。 以 兰 德 公司 (RAND) 为 首 的 一 些 部 门 十 分 注重 研 
究 战 略 性 问题 ， 如 为 美国 空军 评价 各 种 艇 炸 机 系统 ， 讨 论 未 来 的 武器 系统 和 未 来 战争 的 
战略 。 
美国 的 杜 帮 公 司 在 20 世纪 50 年 代 就 非常 重视 运筹 学 在 广告 工作 、 产 品评 价 和 新 产品 
开发 方面 的 应 用 ; 通用 电气 公司 还 对 某 些 市 场 进行 了 模拟 研究 ; 美国 的 西 电 公司 将 库存 理 
论 与 计算 机 的 物质 管理 信息 相 结合 ， 取 得 了 显著 的 成 效 。 
在 我 国 ， 为 解决 粮食 部 门 的 合理 运输 问题 ， 数 学 家 万 哲 先 提出 了 “图 上 作业 法 ”， 管 
梅 谷 教授 提出 了 “中 国 邮 递 员 问题 ”。 排 队 论 应 用 于 矿山 、 港 口 、 电 信 及 计算 机 设计 等 方 
面 ; 图 论 用 于 线路 布置 、 计 算 机 设计 和 网 络 流量 控制 问题 ， 存 储 论 在 应 用 汽车 工业 等 方 五 
了 岂 获 得 了 成 功 。 运 筹 学 目前 已 趋向 研究 和 解决 规模 更 大 、 更 复杂 的 问题 ， 并 与 系统 工程 紧 
密 结 合 。 这 门 学 科 今后 必 将 在 科学 技术 现代 化 和 管理 现代 化 进程 中 发 挥 巨大 的 作 
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第 1 章 线性 规划 及 单纯 形 法 


线性 规划 是 运筹 学 的 一 个 重要 分 支 。1947 年 ， 当 时 正在 美国 空军 担任 数学 顾问 的 丹 
捷 格 (Dantzig) 在 《最 优 规划 的 科学 计算 》 中 提出 “如 何 使 规划 过 程 机 械 化 ”的 问题 ， 并 
着 手 建立 数学 模型 。 他 从 改造 投入 产 出 模型 入 手 ， 经 逐步 研究 ， 形 成 了 “单纯 形 法 ”， 并 
于 1953 年 提出 了 “改进 单纯 形 法 ”， 以 解决 计算 机 求解 过 程 中 的 舍 入 误差 问题 。 之 后 ， 线 
性 规划 理论 逐步 趋向 成 熟 ， 在 实用 中 日 益 广泛 和 深入 。 特 别 是 随 着 计算 机 应 用 的 日 益 普 
及 ， 线 性 规划 的 适用 领域 更 为 广泛 。 


1.1 线性 规划 问题 及 其 数学 模型 


1.1.1 问题 的 提出 
在 生产 管理 和 经 营 活动 中 经 常 提 出 的 一 类 问题 是 : 如 何 合理 地 利用 有 限 的 人 力 、 物 
、 财 力 等 资源 ， 才 能 得 到 最 好 的 经 济 效果 ; 

【 例 1. 1】 某 工厂 在 计划 期 内 要 安排 生产 工 、 开 两 种 产品 ， 已 知 生 产 单 位 产品 所 需 的 
设备 台数 及 A、B 两 种 原材料 的 消耗 量 。 见 表 1 - 1。 该 玉 三 每 生产 单位 产品 工 可 获 利润 2 
元 ， 每 生产 单位 产品 开 可 获 利润 3 元 ， 问 应 如 何 安排 生产 计划 才能 使 该 工厂 获得 的 利润 
最 大 ? 








表 1-1 产品 、 资 源 信息 











产品 i I I 资源 限量 
设备 / 台 1 2 8 

原材料 A/kg 4 0 16 

原材料 B/kg 0 4 12 














解 : 设 zx、z 分 别 表示 在 计划 期 内 产品 工 、 开 的 生产 量 ， 在 满足 资源 限量 的 条 件 下 ， 
它们 必须 同时 满足 下 列 条 件 。 





对 设备 有 效 台数 : Xi 十 2x8 
对 原材料 A: 4x<16 
对 原材料 B: 47z2<12 








该 工厂 的 生产 目标 是 在 不 超过 所 有 资源 限量 的 条 件 下 ,确定 生产 量 x 、x;， 使 该 厂 得 
到 的 利润 最 大 。 若 用 Z 表示 总 利润 ， 则 有 
maxZ 一 2zl 十 3zz 
综合 上 述 ， 该 生产 计划 问题 可 用 数学 模型 表示 为 
maxZ 一 2zi 十 37z> 
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二 十 22 和 8 
人 16 
| 4z<12 
ms m0 
【 例 1.2】 某 工地 租赁 甲 、 乙 两 种 机 械 来 安装 A、B、C 这 3 种 构件 ， 这 两 种 机 械 每 天 
的 安装 能 力 见 表 1 - 2。 工 程 任务 要 求 安 装 250 根 A 构件 ，300 根 B 构 件 和 700 根 CC 构件 ; 
又 知 机 械 甲 每 天 的 租赁 费 为 250 元 ， 机 械 乙 每 天 的 租赁 费 为 350 元 ， 试 决定 租赁 甲 、 乙 机 
械 各 多 少 天 ， 才 能 使 总 租赁 费 最 少 ? 
表 1-2 机械 安装 能 力 信息 
































机 械 
构件 和 B C 
机 械 甲 和 8 10 
机 械 乙 6 6 20 


解 : 设 租赁 机 械 甲 zx: 天 ， 机 械 乙 x 天 。 为 满足 A、B、C 这 3 种 构件 的 安装 要 求 ， 
必须 满足 以 下 条 件 
5zr 十 2 之 250 
8 十 6zz 之 300 
10xl 十 20zz 过 700 
Lis 25220 
车 用 Z 表示 总 租赁 费 ， 则 该 问题 的 目标 函数 可 表示 为 minZ 二 250x1 十 350zs 。 该 问题 
的 数学 模型 可 表示 为 





minZ 一 250zl 十 350z2 
Ba G250 
| 8zi 十 6x: 宇 300 
| 10z1 十 20xs 宇 700 
zis 5220 





1.1.2 线性 规划 问题 的 数学 模型 

从 1.1.1 节 的 两 个 例题 可 以 看 出 ， 它 们 都 属于 同一 类 优化 问题 。 下 面 介绍 建立 这 类 实 
际 问题 线性 规划 模型 的 基本 步骤 。 

(1) 确定 决策 变量 。 这 是 很 关键 的 一 步 ， 决 策 变量 选取 得 当 , 不 仅 会 使 线性 规划 的 数 
学 模型 建立 得 容易 ， 而 且 求 解 比较 方便 。 

(2) 找 出 所 有 限制 条 件 ， 并 用 决策 变量 的 线性 等 式 或 不 等 式 来 表示 ， 从 而 得 到 约束 条 
件 。 一 般 可 用 表格 形式 列 出 所 有 的 限制 数据 ， 然 后 根据 所 列 出 的 数据 写 出 相应 的 约束 条 
件 ， 以 避免 遗漏 或 重复 所 规定 的 限制 要 求 。 

(3) 把 实际 问题 所 要 达到 的 目标 用 决策 变量 的 线性 函数 来 表示 ,得 到 目标 函数 ， 并 确 
定 是 求 最 大 值 还 是 最 小 值 。 

(4) 根据 实际 问题 添加 非 负 约束 。 


















































加 mm 








线性 规划 的 数学 表达 式 称 为 线性 规划 的 数学 模型 ， 一 般 形式 为 


max(min)Z 一 cizl 十 czzz 十 … 十 cuzw (1-1) 
az 十 al 十 十 arn 安 (一 ， 之 ) 入 全 二 2 
azlZ1 十 azzzz 十 … 十 azn<( 一 ， 志 )02 











anlZzl 十 an 十 … 十 am 和 (一 ， 壹 )b 
Xis 2 0 
其 中 ， 式 (1 -1) 称 为 目标 函数 ; 式 (1 -2)、 式 (1 -3) 统 称 为 约束 条 件 ; 式 (1 - 3) 称 为 非 负 
约束 。 
1.1.3 线性 规划 问题 的 标准 型 
线性 规划 问题 的 数学 模型 有 各 种 不 同 的 形式 。 目 标 函 数 有 求 max 的 ， 有 求 min 的 ; 
约束 条 件 可 以 是 “三 ”形式 的 不 等 式 ， 也 可 以 是 “三 ”形式 的 不 等 式 ， 还 可 以 是 等 式 ; 决 
策 变量 一 般 是 非 负 约束 ， 但 也 允许 在 (一 ==， 十 =) 范 围 内 取 值 即 无 约束 。 为 了 便于 讨论 
和 求解 ， 需 要 将 线性 规划 问题 的 数学 模型 写成 一 个 统一 的 格式 ， 称 为 线性 规划 问题 的 标准 
型 ， 其 统一 的 格式 规定 如 下 。 
(1) 目标 函数 取 最 大 化 。 
(2) 所 有 约束 条 件 用 等 式 来 表示 。 
(3) 所 有 决策 变量 取 非 负 值 。 
(4) 每 一 个 约束 条 件 的 右 端 常数 (资源 限量 ) 为 非 负 值 。 
由 此 ， 线 性 规划 问题 的 标准 型 为 
WhaxZ=cixi 二 cota 十 cz» 


《二 3 


azl 十 ait eTanr, =h 





daTX1 Taz2X2 人 +aznzn =b, 





Wun aneras | “eam bn 


其 简 缩 式 为 


{2 = i= 1,2,.%m 


zi 宇 0 j=1,2,.,n 

















用 向 量 形式 可 写 为 
maxZ=CX 
| 
j=1 
wi0 j= 





其 中 ，C 王 (ci co 06); 导 R= (x xo, oT ) Ts P=(ays dys “ss aw jn 














你 线性 规划 及 单纯 形 法 4 > 


(有 
向 量 P; 对 应 的 决策 变量 是 x。 
































用 矩阵 形式 可 表示 为 
maxZ 一 CX 
AX=b 
X=0 
中 
QI dal a 
4 一 | 和 YY Mm|=[p,, P,, .…, P,] 


0 二 (0，0,，…，0)7 是 mm 维 列 向 量 ， 一 般 mm” 过。 

通常 称 4 为 约束 条 件 的 xm Xn 维系 数 和 矩阵 ; b 为 资源 向 量 ;>C 为 价格 向 量 ; X 为 决策 
变量 向 量 。 

线性 规划 问题 的 数学 模型 都 可 以 变换 为 标准 型 ,具体 步骤 如 下 。 

(1) 目标 函数 为 最 小 化 即 minZ 二 CX 时 ， 变 换 为 求 目标 函数 最 大 化 , 令 Z = 一 2,， 则 
maxZ' 一 一 CX。 

(2) 约束 方程 为 不 等 式 时 ， 这 里 有 两 种 情况 : 一 种 是 “过 ”形式 的 不 等 式 ， 则 可 在 
“过 ”不 等 号 的 左 端 加 入 一 个 非 负 松弛 变量 ， 把 原 “ 乏 ”不 等 式 变 为 等 式 ， 另 一 种 是 “之 ” 
形式 的 不 等 式 ， 则 可 在 “三 ”不 等 号 的 左 端 碱 去 一 个 非 负 剩 余 变 量 ， 把 “三 ”不 等 式 变 为 
等 式 。 下 面 举 例 说 明 。 

【 例 1.3】 将 例 1. 工 的 数学 模型 化 为 标准 型 ; 

例 1. 1 的 数学 模型 为 





maxZ 一 2zli 十 3zz 
ZI 十 2zz 委 8 
ms <16 
| 4z:<12 
mis X20 
解 : 在 约束 不 等 式 中 分 别 加 上 一 个 松弛 变量 x;、xz,、xz;， 使 不 等 式 变 为 等 式 ， 这 时 得 
到 标准 型 





maxZ 一 2zxl 十 3zz 十 0zs 十 0zi 十 0zs 


2 十 2zz 十 zs 一 8 
4 二 zw 一 16 
4x2 十 二 一 12 


Vs Vs Ws Ws e200 
所 加 松弛 变量 x+3、x4、xz; 表 示 资 源 的 剩余 量 ， 当 然 也 就 没有 利润 ， 在 目标 函数 中 其 系 
数 c;、 Ca、 cs 为 零 。 
(1) 若 存在 取 值 无 约束 的 决策 变量 x， 可 令 x 二 一 不 ， 其 中 zz，x4 宇 0。 
(2) 若 存 在 b, 二 0 的 约束 条 件 ， 则 在 约束 条 件 的 两 边 同 乘 (一 1) 。 




















号 国 





以 上 讨论 说明 ， 任 何 形式 的 线性 规划 问题 的 数学 模型 都 可 以 化 为 标准 型 。 
【 例 1.4】 将 下 列 线性 规划 问题 化 为 标准 型 。 
minZ 一 一 zi 十 2zs 一 373 
和 十 2 十 wT 
六 一 2 十 克之 2 





3zi 一 2 一 2zs 一 一 5 
Zi，22 志 0，2 无 约束 
解 : (1) 令 xz; 二 x 一 x;， 其 中 xx，zx; 宇 0。 
(2) 在 第 一 个 约束 不 等 式 的 左 端 加 入 非 负 松弛 变量 rs 。 
(3) 在 第 二 个 约束 不 等 式 的 左 端 碱 去 非 负 剩余 变量 x;。 
(4) 在 第 三 个 约束 条 件 的 两 边 同 乘 ( 一 1)。 
(5) 令 Z 二 一 Z， 把 求 minZ 改 为 求 maxZ ， 即 可 得 到 该 问题 的 标准 型 。 
maxZ'=zx1—2zxs 二 3(x4 一 zi) 十 0z6 十 07 




















Xitzxzt (zi—zxs)tzxe =7 

| wi (vO— Np 27 一 2 

| 一 3zi 十 zz 十 2(z 一 们 5 一 5 
0 


注 : 以 下 所 涉及 的 线性 规划 问题 ， 若 无 特别 说 明 ， 均 指标 准 型 。 


1.2 线性 规划 问题 解 的 基本 理论 


1.2.1 线性 规划 问题 的 图 解法 
为 了 给 后 面 的 线性 问题 的 基本 理论 提供 较 直 观 的 几何 说 明 ， 本 书 先 介 绍 线性 规划 问题 
的 图 解法 。 
把 满足 约束 条 件 和 非 负 条 件 的 一 组 解 叫 做 可 行 解 ， 所 有 可 行 解 组 成 的 集合 称 为 可 行 域 。 


限 ， 
为 边界 的 左下 方 的 半 平 面 ， 则 它 满足 所 有 约束 条 件 和 非 负 条 件 的 可 行 解 集合 日 
如 图 1. 1 所 示 的 阴影 部 分 。 


。 位 于 同一 直线 上 的 点 具有 相同 的 目标 函数 值 ， 即 称 为 “等 值 线 "， 当 。 值 


图 解法 的 一 般 步 又 如 下 。 
(1) 建立 平面 直角 坐标 系 。 
(2) 根据 线性 规划 问题 的 约束 条 件 和 非 负 条 件 画 出 可 行 域 。 











(3) 做 出 目标 函数 等 值 线 Z 一 <(c 为 常数 )， 然 后 根据 目标 函数 平移 等 值 线 至 可 行 域 边 


， 这 时 目标 函数 与 可 行 域 的 交点 即 为 最 优 解 。 





【 例 1.5】 对 例 1. 1 用 图 解法 求解 。 








解 : 在 以 xz，xzz 为 坐标 轴 的 直角 坐标 系 中 ， 非 负 条 件 x ，z; 三 0 是 指 解 值 在 第 一 象 
每 个 约束 条 件 都 代表 一 个 半 平 面 ， 如 约束 条 件 zi 十 2+; 二 8 是 代表 以 直线 zx1 十 2x; 二 8 

















为 可 行 域 ， 





再 分 析 目 标 函 数 2 一 2zi 十 3zz， 令 Z 一 c， 随 着 c 的 取 值 不 同 ， 可 得 到 平面 





上 一 组 平行 


























小 变 大 时 ， 





直线 2z1 十 3zx, 二 c 沿 其 法 线 方向 向 右上 方 移动 。 当 移动 到 Q, 点 时 ,使 Z 值 在 可 行 域 上 实 
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现 最 大 化 (如 图 1. 2 所 示 )， 这 就 得 到 了 例 1. 1 的 最 优 解 Q,(4，2)，2Z 王 14。 这 说 明 该 厂 的 





最 优生 产 计划 方案 是 : 生产 工 产品 4 个 单位 ， 生 产 开 产品 2 个 单位 ， 可 得 最 大 利润 14 元 ， 
该 线性 规划 问题 有 唯一 最 优 解 。 








no 4x<16 








图 1.1 可 行 域 图 1.2 唯一 最 优 解 
若 将 例 1. 1 的 目标 函数 变 为 maxZ 二 2x1 十 47， 则 表示 目标 函数 的 等 值 线 与 约束 条 件 
Xl 十 2xz<8 的 边界 线 x 十 2xz 二 8 平行 。 当 2Z 值 由 小 变 大 时 与 线段 QQ; 重合， 如 图 1.3 
所 示 ， 线段 QQ 上 任意 一 点 都 使 Z 取得 相同 的 最 大 值 ， 即 这 个 线性 规划 问题 有 无 穷 多 最 





优 解 。 
【 例 1. 6】 用 图 解法 求解 下 列 线性 规划 问题 
maxZ 一 xz1 十 zz 
Ne 十 x: 三 4 
三 一 效 福 2 
国 7 0 


解 : 求解 结果 如 图 工 4 所 示 ， 从 图 中 可 以 看 到 ， 该 线性 规划 可 行 域 无 界 、 目 标 函 数 可 
以 无 限 增 大 ， 因 此 称 这 种 解 为 无 界 解 ， 即 最 优 解 无 界 。 








4 5 加 
图 1.3 无 穷 多 最 优 解 图 1.4 无 界 解 


如 果 在 例 1. 1 的 数学 模型 中 增加 一 个 约束 条 件 ， 一 2z 十 x 三 4， 则 该 线性 规划 问题 的 
可 行 域 为 空 集 ， 即 无 可 行 解 ， 也 不 存在 最 优 解 。 

通过 上 述 几 个 图 解法 的 例子 可 以 看 到 ， 当 线性 规划 问题 的 可 行 域 为 非 空 时 ， 它 是 有 界 
或 无 界 凸 多 边 形 。 若 线性 规划 问题 存在 最 优 解 ， 它 一 定 可 以 在 可 行 域 的 某 个 顶点 得 到 ; 若 
在 两 个 项 点 同时 得 到 最 优 解 ， 则 它们 的 连 线 上 任意 一 点 都 是 最 优 解 ， 如 图 1. 3 所 示 ， 即 有 
无 穷 多 最 优 解 ; 若 可 行 域 无 界 ， 如 图 1. 4 所 示 ， 则 最 优 解 无 界 。 

线性 规划 问题 的 解 有 4 种 情况 : 唯一 最 优 解 、 无 穷 多 最 优 解 、 无 界 解 和 无 可 行 解 。 























加 j 二 








1.2.2 线性 规划 问题 解 的 几何 意义 

在 1.2.1 节 介绍 图 解法 时 ， 已 直观 地 看 到 可 行 域 和 最 优 解 的 几何 意义 。 在 一 个 线性 规 
划 问 题 中 ， 每 一 个 约束 条 件 (包括 资源 约束 与 非 负 约束 ) 实 际 上 对 应 着 平面 坐标 系 的 一 个 半 
平面 (三 维 坐标 系 为 半空 间 ) ， 而 所 有 的 这 些 半 平面 的 共同 部 分 ， 就 构成 了 这 个 线性 规划 问 
题 的 可 行 域 。 如 果 用 ;; 表 示 每 一 个 半 平 面 ， 用 ; 表示 可 行 域 , 则 有 ;二 51 门 5; 门 … 门 5， 划 
中 可 行 域 中 的 每 一 个 点 都 是 可 行 解 ， 能 够 使 目标 函数 取得 极 值 的 可 行 解 就 是 最 优 解 。 下 机 
从 理论 上 进一步 讨论 。 

1. 基本 概念 

(1) 基 : 设 A 是 约束 方程 组 的 m Xn 阶 系数 矩阵， 其 秩 为 mw，B 是 A 中 Xm 阶 非 奇 
异 子 矩 阵 (| B| 关 0)， 则 称 B 是 线性 规划 问题 的 一 个 基 。 这 就 是 说 ， 和 矩阵 B 是 由 wm 个 线性 
独立 的 列 向 量 组 成 的 ， 为 不 失 一 般 性 ,可 设 






















































































a al a 
U2 ld22 °° dom 

B= . =[P, RMA, P,] 
Gm dm mm 


称 Pj(j 二 1]，2，3,，…，1n) 为 基 向 量 ， 与 P;> 对 应 的 变量 zx;(j 二 1]，2，3,，…，m) 称 为 
基 变 量 ， 其 余 变 量 mw, ，…， zz, 称 为 非 基 变量 。 在 约束 方程 组 AX=b 中 ,车 B 是 线性 规 
划 问 题 的 一 个 基 , 令 其 非 基 变量 都 等 于 零 . 就 可 求 得 AX=b 的 一 个 解 X=(x1，zx2，…， 
zm，0，…，0)T， 称 为 AX=b 关 于 B\ 的 基本 解 。 

(2) 基本 可 行 解 : 满足 非 负 条 件 的 基本 解 称 为 基本 可 行 解 。 基 本 可 行 解 对 应 的 基 称 为 
可 行 基 。 一 般 地 ， 线 性 规划 通常 最 多 可 以 有 CG; 个 基本 解 ， 各 种 解 之 间 的 关系 如 图 1.5 
所 示 。 

(3) 退化 的 基本 可 行 解 : 一 个 基本 可 行 解 中 的 非 零 分 量 小 于 m 个 时 ， 则 该 解 称 为 退化 
的 基本 可 行 解 ， 该 解 对 应 的 基 称 为 退化 基 ， 如 果 有 关 的 线性 规划 问题 的 所 有 基本 可 行 解 都 
是 非 退 化 解 ， 则 该 问题 称 为 非 退 化 的 线性 规划 问题 。 

(4) 凸 集 : 设 K 是 n 维 欧 氏 空间 的 一 个 点 集 ， 若 任意 两 点 XX" EK，X” EK 的 连 线 
上 的 一 切 点 





aXV+(1—oX “ERK (0<a<l) 
则 称 KK 为 凸 集 。 如 图 1. 6(a)、 图 1. 6(b) 所 示 是 凸 集 ， 图 1. 6(c) 所 示 不 是 凸 集 。 

















2 
加 凸 集 人 b) 凸 集 (©) 非 凸 集 
图 1.5 解 之 间 的 关系 图 1.6 凸 集 和 非 凸 集 
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(5) 凸 组 合 : 设 2 ， 导 2 ，…， 有 2 是 欧 氏 空间 中 的 个 点 ， 若 存在 上 个 数 w， 
k 

zy， 也 )， 满足 2 =1,0<y 过 1,， 则 称 三 丰 X 十 和 X2 十 … 十 不 和 则 为 怀 0)， 
i 


Xe ，…，Xw 的 凸 组 合 。 
(6) 顶点 ; 设 开 是 凸 集 ，XEK; 车 XX 不 能 用 不 同 的 两 点 XW EK，X% EK 的 线性 
组 合 表示 为 





X=aXV 二 (lo)X* (0<a<l) 
则 称 半 为 的 一 个 顶点 (或 极点 )。 
2. 基本 定理 
定理 1-1 若 线性 规划 问题 存在 可 行 域 ， 则 其 可 行 域 
p=|x| py Pjz;=b, zx;>0 
是 凸 集 。 
证 : 为 了 证 明 满 足 线性 规划 问题 的 约束 条 件 
> Pjz;=b, zj 之 0, MAl)\2, ,nn 


的 所 有 点 (可 行 解 ) 组 成 的 集合 是 凸 集 ， 只 要 证 明了 中 任意 两 点 的 连 线 上 的 点 必然 在 DD 内 即 可 。 
设 0D 一 (AR ，…，xz0)7 
XK, zy VT 


是 DD 内 的 任意 两 点 ， 且 X" 隆 XX ”， 则 有 





BD Pz =b, x >08N I=1, 2, ,nn 
J™l1 


>)Piz 包 一 5， 2 二 0 一 1 2, sn 
i=1 


令 XX=(zt， zo.…， "为 XV，X 连 线段 上 的 任意 一 点 ， 即 
X 一 oO 十 (1 一 oOX2 (0<a<l) 
瑟 的 每 一 个 分 量 立 一 azi 十 (1 一 oz52， 把 它 代 入 约束 条 件 ， 得 到 


> Pizi 一 DPLax® +(1—a)z?] 
了 =1 j=! 


=aDpzr® + pz wy Pize 
j=1 j=1 j=1 
=ab+b—ab=b 
又 因为 zx)” ，zx 宇 0， a>>0， 1 一 a>0， 所 以 zj 宇 0, j 二 1，2，…，n。 由 此 可 见 X 
D, DD 是 凸 集 。 
引 理 1-1 线性 规划 问题 的 可 行 解 生 =(xi，x2.…，x,)7 为 基本 可 行 解 的 充 要 条 件 是 
关 的 正 分 量 所 对 应 的 系数 列 向 量 是 线性 独立 的 。 
定理 1-2 线性 规划 问题 的 基 可 行 解 半 对 应 于 可 行 域 D 的 顶点。( 证 明 见 运筹 学 教材 
编写 组 《运筹 学 》 清 华 大 学 出 版 社 ) 
引 理 1-2 若 K 是 有 界 凸 集 ， 则 任意 一 点 立 EK 可 表示 为 的 顶点 的 凸 组 合 。 












































外] mm 











定理 1-3 若 可 行 域 有 界 ， 线 性 规划 问题 的 目标 函数 一 定 可 以 在 其 可 行 域 的 顶点 上 达 
到 最 优 。 
证 : 设 X7 ，X”，…，X” 是 可 行 域 的 顶点 ， 若 X" 不 是 顶点 ， 且 目标 函数 在 XX 
处 达到 最 优 Z" 二 CX (标准 型 是 Z 一 max2Z) 。 
因为 XW" 不 是 项 点， 所 以 它 可 以 用 DD 的 顶点 线性 表示 为 
k 大 
= ad, m0 Dasl 
所 以 
CX® = CoaX™" 一 = Pacx® (1-4) 
在 所 有 的 顶点 中 ， 必 然 能 找到 某 E 个 硕 点 X™ ,使 CX 是 所 有 CX" 中 的 最 大 者 ， 并 且 


将 X” 代 替 式 (1 -4) 中 所 有 的 X”， 这 就 得 到 


大 大 
Coa XC Da X=CX™ 
eh 5 


由 此 得 到 
CXO<CXm 
根据 假设 CX" 为 最 大 值 ， 所 以 只 能 有 
CX CK" 
即 目标 函数 在 顶点 X” 处 也 达到 最 大 值 。 
有 时 目标 函数 可 能 在 多 个 项 点 处 达到 最 大 值 ， 这 时 在 这 些 顶 点 的 凸 组 合 上 也 达到 最 大 


值 ， 称 这 种 线性 规划 问题 有 无 穷 多 个 最 优 解 。 


假设 XX ，X2 ，…X" 是 目标 函数 达到 最 大 值 的 顶点 ,车 鲜 是 这 些 顶 点 的 凸 组 
， 即 





孙 





大 
C=C aX = DaCk® 
i i=1 


CX = Dam =m 


另外 ， 若 可 行 域 无 界 ， 则 可 能 无 最 优 解 ， 如 果 存 在 最 优 解 也 必定 在 某 顶 点 上 得 到 。 根 
据 以 上 讨论 ， 可 以 得 到 以 下 结论 。 

线性 规划 问题 的 所 有 可 行 解构 成 的 集合 是 凸 集 ， 也 可 能 为 无 界 域 ， 它 们 有 有 限 个 项 
点 ， 线 性 规划 问题 的 每 个 基 可 行 解 对 应 可 行 域 的 一 个 顶点 ; 若 线性 规划 问题 有 最 优 解 ， 则 











必定 在 某 个 顶点 上 得 到 。 虽 然 顶 点 数目 是 有 限 的 ( 它 不 大 于 C" 个 )， 若 采用 “ 枚 举 法 ” 找 
所 有 基 可 行 解 ， 然 后 一 一 比较 ， 最 终 可 能 找到 最 优 解 ; 但 是 当 n、m 数 较 大 时 ， 这 种 方法 


是 行 不 通 的 ， 所 以 要 继续 讨论 找到 最 优 解 的 有 效 方法 ， 这 就 是 1. 3 节 要 介绍 的 单纯 形 法 。 
12 
mass[ 本- 














个 线性 规划 及 单纯 形 法 


1.3 单纯 形 ; 


单纯 形 法 的 基本 思路 是 : 根据 线性 规划 问题 的 标准 型 ， 从 可 行 域 中 某 个 基本 可 行 解 








(一 个 项 点) 开始， 转换 到 另 一 个 基本 可 行 解 (顶点 )， 并 且 当 目标 函数 达到 最 大 值 时 ， 问 题 
就 得 到 了 解决 。 


1.3.1 单纯 形 法 的 基本 思路 
【 例 1.7】 讨论 例 1. 1 的 求解 。 
已 知 例 1. 1 的 标准 型 为 


maxZ 一 2zi 十 3zz 十 0zs 十 0z: 十 0zs 《下 二 5 
Zi 十 2zz 十 zs 一 8 (1=6) 
| dz1 -i 一 16 
| dx +zs=12 
20, j= 3, ty, 5 


约束 条 件 式 (1 - 6) 的 系数 矩阵 为 


N22 10 0 
A=(Pi, P,, P;, P,, oh 0 0 1 | 
04001 


显然 ，x;、zl、z; 的 系数 列 向 量 








是 线性 独立 的 ， 因 而 这 些 向 量 构成 一 个 基 : 


L100 
sen th 1 | 


WW 
对 应 于 B 的 基 变 量 为 x-;、zxs、x;， 从 约束 条 件 式 (1 - 6) 中 可 以 得 到 
Xi3=8—Xx1—2x2 
| (=7) 
25 一 12 一 4zz 


当 令 非 基 变 量 x 二 x 二 0， 这 时 得 到 一 个 基本 可 行 解 X? : 
KV=(0, 0, 8; 16; 12)7 
将 式 (1 -7) 代 入 目标 函数 式 (1 -5) 得 到 
Z=0 十 2x1 十 3xs= 二 0 (1-8) 
这 个 基本 可 行 解 表示 : 工厂 没有 安排 生产 、 卫 产品 ;资源 都 没有 被 利用 ， 所 以 工 / 
的 利润 Z 一 0。 
分 析 目 标 函 数 的 表达 式 (1 - 8) 可 以 看 到 : 非 基 变量 zi 、zz 的 系数 都 是 正 数 ， 因 此 将 
非 基 变量 变 为 基 变 量 ， 目 标 函 数 的 值 就 可 能 增 大 ， 从 经 济 意义 上 讲 ， 安 排 生产 产 品 工 或 
了 ， 就 可 以 使 工厂 的 利润 指标 增加 ， 所 以 只 要 在 目标 函数 式 (1 - 8) 的 表达 式 中 还 存在 有 正 
系数 的 非 基 变量 ,这 就 表示 目标 函数 值 还 有 增加 的 可 能 .就 需要 将 非 基 变量 与 某 个 基 变 量 





























加 











进行 对 换 ， 一 般 选 择 正 系数 最 大 的 那个 非 基 变 量 zx; 为 换 入 变量 ,将 它 换 入 到 基 变 量 中 去 ， 
同时 还 要 确定 基 变 量 中 有 一 个 要 换 出 来 成 为 非 基 变 量 ， 可 按 以 下 方法 来 确定 换 出 变量 。 
现 分 析 式 (1- 7)， 当 将 xz; 定 为 换 入 变量 后 ， 必 须 从 zx;3、xzs、xz; 中 换 出 一 个 ， 并 保证 
其 余 的 都 非 负 ， 即 x;、z4、z; 宇 0。 

当 zz 二 0， 由 式 (1 -7) 得 到 

















一 16 之 0 (1-9) 
Xs=12—4zx: 宇 0 
从 式 (1- 9) 中 可 以 看 出 ， 只 有 选择 
zs=min(8/2, —12/4)=3 
时 ,才能 使 式 (1 - 9) 成 立 。 横 杠 表示 式 (1- 9) 中 的 第 二 个 式 子 永远 成 立 ， 不 需要 考虑 这 个 
条 件 。 因 为 当 zx, 二 3 时 ， 基 变量 zx; 二 0， 所 以 可 用 zs 去 替代 x; 。 

以 上 数学 模型 说 明了 每 生产 一 件 产品 下 ， 需 要 用 掉 的 各 种 资源 数 为 (2，0，4)。 这 些 
资源 中 的 薄弱 环节 确定 了 产品 开 的 产量 。 原 材料 B 的 数量 决定 产品 开 的 产量 只 能 是 zx; 
12/4 王 3 件 。 

为 了 求 得 以 x;、xzt、z 为 基 变 量 的 一 个 基本 可 行 解 和 进一步 分 析 问 题 ， 需 将 方程 式 (1 -7) 
中 惰 的 位 置 与 x; 的 位 置 对 换 。 得 到 


| 二 8 一 27x; 宇 0 


双 寺 2x8 一 2 
wx4 定 16 一 4zi 好 = 05) 
47z 一 12 一 Z5 


用 高 斯 消去 法 求解 ， 得 到 以 非 基 变量 表示 的 基 变 量 为 
车 一 2 一 ziNN0; 5zs 


1 一 贡生 4zi (1-11) 
(5,=80.252 

再 将 式 (1 -11) 代 入 目标 函数 式 (1 - 5) 得 到 
Z=9+2zx1—0. 75x; 仁太 


令 非 基 变 量 x 二 zx; 二 0, 得 到 Z 一 9， 并 得 到 另 一 个 基本 可 行 解 克 " 一 (0，3，2，16，0) 。 

从 目标 函数 的 表达 式 (1- 12) 中 可 以 看 到 ， 非 基 变 量 x 的 系数 是 正 的, 说 明 目 标 函 数 
的 值 还 可 以 增 大 ， 还 不 是 最 优 解 。 于 是 用 上 述 方法 .确定 换 入 、 换 出 变量 ,继续 迭 代 ， 再 
得 到 另外 一 个 基本 可 行 解 X* 二 (2, 3, 0,，8., 0)'。 
再 经 过 一 次 迭代 ， 得 到 一 个 基本 可 行 解 X "一 (4，2，0，0，4) 。 
而 这 时 得 到 的 目标 函数 的 表达 式 是 

Z=14—1. 5x3—0. 125x4 (1=13) 

分 析 目 标 函 数 式 (1 - 13)， 可 知 所 有 非 基 变量 x;、x 的 系数 都 是 负数 。 这 说 明 若 要 
用 剩余 资源 x;、zx4， 就 必须 支付 附加 费用 。 所 以 当 xz; 二 zx, 二 0 时 ， 即 不 再 利用 这 些 资源 
时 ,目标 函数 达到 最 大 值 ， 那 么 X% 是 最 优 解 。 这 说 明 当 产品 工 生产 4 个 单位 ， 产 品 开 生 
产 2 个 单位 时 ， 工 厂 才能 得 到 最 大 利润 。 
通过 上 例 ， 可 以 了 解 利 用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 的 思路 。 现 将 每 步 迭 代 得 到 的 结 
果 与 图 解法 进行 对 比 ， 其 几何 意义 就 很 清楚 了 。 
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例 1.1 的 线性 规划 问题 是 二 维 的 ， 即 有 两 个 变量 ， 当 加 入 松弛 变量 x;、x4、zs 后 ， 变 

换 为 高 维 的 。 这 时 可 以 想象 ， 满 足 所 有 约束 条 件 的 可 行 域 是 高 维 空间 的 凸 多 面体 ( 凸 集 )， 
个 凸 多 面体 上 的 顶点 ， 就 是 基本 可 行 解 。 初 始 基本 可 行 解 X "一 (0，0，8，16，12) 7 就 

相当 于 图 1.1 中 的 原点 (0，0)，X 一 (0，3，2，16，0)7 相当 于 图 1.1 中 的 QQ 点 
(0，3); X2 一 (2，3，0，8，0)7 相当 于 图 1. 1 中 的 Q@ 点 (2，3)， 最 优 解 Xs 一 (4，2， 
0，0，4)7 相当 于 图 1. 1 中 的 Q 点 (4，2)。 从 初始 基本 可 行 解 X "开始 迭代 ， 依 次 得 到 
XX ，X”。 这 相当 于 图 1. 1 中 的 目标 函数 平移 时 ， 从 0 点 开始 ， 首 先 移 到 Q,， 然 
后 移 到 Q;， 最 后 到 达 Q: 。 下 面 讨论 一 般 线性 规划 问题 的 求解 。 
1 3.2 单纯 形 法 的 一 般 描 述 和 求解 步 绢 

一 般 的 线性 规划 问题 的 求解 有 以 下 几 个 步骤 。 

(1) 确定 初始 基本 可 行 解 。 为 了 确定 初始 可 行 解 ， 首 先 要 找 出 初始 可 行 基 。 

设 一 线性 规划 问题 为 
































maxZ = DP) oz 
j=1 


Pr 一 
| (=14) 
ls20, j= a 
可 分 以 下 两 种 情况 讨论 。 
@ 若 P;(j 二 1，2,，…， 7 中 存在 一 个 单位 基 ， 则 将 其 作为 初始 可 行 基 : 
1 ,0X1 0 
B=(Bi, PP ，…，P) 王 | 本 
0 0 北 


@ 若 Pj( 二 1;2,。…*， 功 中 不 存在 一 个 单位 基 ， 则 人 为 地 构造 一 个 单位 初始 基 。 关 

于 这 个 方 法 将 在 本 章 第 1. 4 节 中 深入 讨论 。 

(2) 检验 最 优 解 。 得 到 初始 基本 可 行 解 后 0 为 最 优 解 。 如 果 是 最 优 
解 ， 则 停止 运算 ; 二 二 和 下 面 给 人 出 最 优 性 判别 定 

一 般 情况 下 ， tt eater RN 


2 一: 一 Das (i=1,2,.,m) 二 
将 式 (1 一 15) 代 入 式 (1 - 14) 的 目标 函数 ， 整理 后 得 
maxZ 一 Dot’ 十 Dt — Bea, )z; 


他 


= Dog, -> ah (=m 二 ln) 


maxZ = 2+ >) (cj—2)z 
j=mtl 


再 令 oj=c;—Z; (J=m+t+l1, …, n) 
则 得 到 以 非 基 变量 表示 目标 函数 的 表达 式 为 





也 














maxZ 一 Zo 十 > oj 
=mHl 


以 上 推导 可 得 出 下 列 最 优 解 的 判定 定理 。 

@ 最 优 解 的 判定 定理 : 车 关 " 二 (5b1， 如 ，…，b,，0，…，0)7 为 对 应 于 基 B 的 一 个 
基本 可 行 解 ， 且 对 于 一 切 j 二 m 十 1,，…,，n， 有 oj 三 0， 则 X" 为 最 优 解 ， 称 oj 为 检验 数 。 
@ 无 穷 多 最 优 解 判定 定理 : 车 XX 二 (5 ， 收 ，…，b%，0，…，0)7 为 一 个 基本 可 行 
解 ， 对 于 一 切 j= 二 =m 十 1，…，n， 有 ;三 0， 又 存在 某 个 非 基 变量 的 检验 数 644 二 0， 则 线 
性 规划 问题 有 无 穷 多 个 最 优 解 。 

@ 无 界 解 判定 定理 : 车 矢 ” 二 (51 ， 恕 ，…，Db%,，，0，…，0)7 为 一 基本 可 行 解 ， 有 一 
个 or 二 >0， 并 且 对 i 二 1，2,，…,，m， 有 有 aint 三 0， 那么 该 线性 规划 问题 具有 无 界 解 (或 
称 无 最 优 解 )。 

注意 : 求 目标 函数 极 大 化 时 的 情况 。 当 求 目标 函数 极 小 化 时 ， 一 种 情况 如 前 所 述 ， 将 
其 化 为 标准 型 。 如 果 不 化 为 标准 型 ， 只 需 在 上 述 @、 回 中 把 oj 二 0 改 为 oj 三 0， 在 图 中 将 
Omik 二 0 改 为 omit 三 0 即 可 。 

(3) 基 变 换 。 若 初始 基本 可 行 解 X”" 不 是 最 优 解 ， 叉 不 能 判别 无 界 时 ， 由 目标 函数 
式 (1- 14) 的 约束 条 件 可 看 到 ， 当 某 些 mw 二 0， 姜 增加 则 目标 函数 值 还 可 能 增加 ， 这 时 就 要 
将 其 中 某 个 非 基 变 量 换 到 基 变量 中 去 ( 称 为 换 入 变量 )， 同 时 ， 某 个 基 变 量 要 换 成 非 基 变量 
( 称 为 换 出 变量 ) ， 随 之 会 得 到 一 个 新 的 基本 可 行 解 。 从 一 个 基本 可 行 解 到 另 一 个 基本 可 行 
解 的 变换 ， 就 是 进行 一 次 基 变 换 。 从 几何 意义 上 讲 ， 就 是 从 可 行 域 的 一 个 顶点 转向 另 一 个 
顶点 (如 1. 2. 1 节 图 解法 ) 。 
确定 换 入 变量 的 原则 是 : 为 了 使 目标 函数 值 尽 快 地 增加 ,通常 选 m 二 0 中 的 最 大 
者 ， 即 




















max(oilai 会 0) 一 wx 
然后 选 对 应 的 变量 为 换 入 变量 。 
确定 换 出 变量 的 原则 是 : 保持 解 的 可 行 性 ， 就 是 说 要 使 原 基 本 可 行 解 的 某 一 个 正 分 量 
变 成 0。 同 时 要 保持 其 余 分 量 均 为 非 负 ， 这 时 可 按 “ 最 小 比值 原则 ” 选 换 出 变量 ， 即 若 
min(b!/ax |as 之 0) 一 以 /一 0 
则 % 对 应 的 基 变 量 ，z' 为 换 出 变量 。 
(4) 迭代 。 在 确定 了 换 和 人 变量 zx 和 换 出 变量 x 之 后 ， 要 把 和 zx 的 位 置 进行 对 换 ， 
即 把 x 对 应 的 系数 列 向 量 P 变 成 单位 列 向 量 。 这 可 以 通过 对 约束 方程 组 的 增 广 矩阵 进行 
初等 行 变换 来 实现 ， 变 换 结果 得 到 一 个 新 的 基本 可 行 解 ， 然 后 转 入 (2) 即 可 。 
1.3.3 单纯 形 表 
为 了 便于 理解 计算 关系 ，1. 3. 2 节 所 述 线性 规划 问题 的 单纯 形 法 的 计算 过 程 可 以 设计 
成 一 个 表格 ， 称 为 单纯 形 表 。 
将 式 (1 -15) 与 目标 函数 组 成 n 十 1 个 变量 ,mm 十 1 个 方程 的 方程 组 


Xl 十 TH 
i 
1 
A eR le) 















































为 了 便于 和 迭代 运算 ， 可 将 上 述 方程 组 写成 增 广 和 矩阵 : 
—Z a Xe Ze Tat 0 Xb 
1 0 0 ma Um|b] 
00 1 … 0 an … Qam| bs 





0 0 0 1 a " wnlbs 


| 


若 将 Z 看 成 是 不 参与 基 变 换 的 基 变 量 , 它 与 1，zxs，…，z 的 系数 构成 一 个 基 ， 这 








时 可 采用 行 初等 变换 将 i，cs，…，c 变 换 为 零 ， 其 对 应 的 系数 矩阵 为 单位 矩阵 。 得 到 


—Z TL Ts Ty td “8 Ms 
0 1 0 me Qlumtl wy Qln 
001 0 Qa2.mrHl 0 zn 
0 0 0 … 1 mmtl 2 Gm 


1 00 .0 di = PE 2 ES 
i 一 1 


寺 I 
可 根据 上 述 增 广 和 矩阵 设计 出 计算 表 ; 见 表 1- 3。 
表 1-3 基本 单纯 形 表 






































Go a Ei Cn cnti 和 cn 
人 
Cs Xs b x es Xm Xmtl ns Xn 
cl Xl 全 1 0 Qiumil a oO 
5 7 4 0 0 lz.mt1 a 
< A b, 0 外 Cm a 0 
一 | > cp 0 二 0 |er 一 Diaim 1 Ws Den 
| =I 


说 明 : 表 中 Xs 列 填 人 基 变 量 zi， T2， ”9 my 

Cs 列 填 人 基 变量 的 价值 系数 ， 这 里 是 c，c，…，coi 

5 列 填 入 约束 方程 组 右 端的 常数 5 bs， …， bs 

ci 行 中 填 人 相应 各 变量 的 价值 系数 cj ，c ，…，c; 

4 列 的 数字 是 在 确定 换 人 变量 后 ， 按 0 规则 计算 后 填 人 的 。 
最 后 一 行 称 为 检验 数 行 ， 是 对 应 各 非 基 变量 zx; 的 检验 数 


本 站 一 Ben j= 三 1,2， 
表 1 - 3 称 为 基本 单纯 形 表 ， 每 迭代 步 构造 一 个 新 的 单纯 形 表 。 一 个 完整 的 单纯 形 











表 就 给 出 了 一 个 基本 可 行 解 。 











【 例 1. 8】 用 单纯 形 表 计 算 例 1. 1 的 线性 规划 问题 。 














加 a 








解 : (1) 根据 例 1. 1 的 标准 型 ， 取 松弛 变量 z: ，z:，z 为 基 变 量 ， 它 们 对 应 的 系数 矩 
阵 (单位 矩阵 ) 为 基 ， 这 就 得 到 初始 基本 可 行 解 
X=(0; 07 8， 163 12)7 
将 有 关 数 字 填 入 表 中 ,得 到 初始 单纯 形 表 ， 见 表 1 -4。 


表 1-4 初始 单纯 形 表 























a 2 0 0 0 
Cs Xs b x x x x xs 
0 7 8 1 2 1 0 0 

0 | 16 4 0 0 1 0 

0 12 0 [4] 0 0 1 

5 一 万 2 3 0 0 0 

















表 1- 4 推导 基 变 量 的 检验 数 都 为 堆 ， 各 非 基 变量 的 检验 数 分 别 为 


a=a— Dcan=2—(0X1F0X4+0X0)=2 
这 1 








m=c— Dcan=3—(0X2+0X0+0X4)=3 


(2) 最 优 性 检验 ， 由 于 非 基 变量 xi; 的 检验 数 a 二 2，o2 二 3 都 大 于 零 ， 且 其 系数 列 
向 量 P|，P; 有 正 分 量 存在 ， 须 转 人 下 一 步 基 变换 。 

(3) 基 变 换 。 确 定 换 入 变量 和 换 出 变量 。 

max(go!, 02)=niax(2» 3) 一 3 
其 对 应 的 非 基 变量 .x 为 换 入 变量 ; 
0>=min(b!/ak |ak >0)Emin(8/2, —, 12/4)=3 

其 所 在 行 对 应 的 基 变 量 zx; 为 换 出 变量 。xs 所 在 列 和 x; 所 在 行 的 交叉 处 [4] 称 为 3 

(4) 迭代 以 [4] 为 主 元 素 进行 初等 行 变换 ,使 P; 交换 为 (0，0，1)7， 在 Xs 列 中 将 
Zs 替换 x;， 于 是 得 到 新 的 单纯 形 表 ， 见 表 1 - 5。 


表 1-5 单纯 形 表 ( 第 一 次 迭代 ) 
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ci 2 3 0 0 0 
0 

Cs Xs b Xi Xa Xs % Xs 
0 Ts 2 [1J 0 1 0 一 1/2 2 
0 x 16 4 0 0 1 0 4 
3 3 0 0 0 1/4 一 

总 一 力 2 0 0 0 一 3/4 
新 的 基本 可 行 解 X" 二 (0，3，2，16，0)", 对 应 目标 函数 值 Z 一 9。 
(5) 重复 (2) 一 (4) 的 计算 步 又， 得 到 单纯 形 表 ， 见 表 1-6。 








i [用 











作 i 线性 规划 及 单纯 形 法 


表 1-6 单纯 形 表 (多 次 迭代 ) 






































oc v1 3 0 0 0 
0 

Cs Xs b Xl x Xs Xs 
2 tl 2 1 0 | 0 一 其 入 he 
0 rT 8 0 0 —4 1 [2] 4 
3 7 3 0 1 0 0 1/4 12 

6 一 已 0 0 = 0 1/4 

2 zi 4 1 0 0 1/4 0 

0 1 4 0 0 一 过 1/2 和 

3 7 2 0 1 1/2 一 1/8 0 

沿 运 的 0 0 一 3/2 P= 0 























(6) 表 1-6 中 最 后 一 行 的 所 有 检验 数 g<0,j 一 1.2、…，5 
于 是 得 到 最 优 解 





X"*=X"=(4, W070, 4)T 
目标 函数 值 Z 一 14。 


1.4 单纯 形 法 的 进一步 讨论 


全 41 人 工 变量 法 

在 1. 3. 2 节 中 提 到 确定 初始 基本 可 行 解 的 第 二 种 情况 : 若 不 存在 单位 矩阵 时 ， 就 采用 
人 造 基 的 方法 ， 本 节 就 来 详细 讨论 这 个 问题 。 

设 线性 规划 问题 的 约束 条 件 为 





入 Pzx;=b 
分 别 给 每 个 约束 方程 的 左 端 加 入 虚设 的 人 工 变量 xz,41，…，z4w， 得 到 


QIIITQI2Z2 TT" gin Tit 二 贞 


























Qa Taz 二 Tan zt2 = be 





I Fana zz 十 十 am Tat = bm 


Tis “ Kan0s Tutis nEO 
由 人 工 变 量 za ，zrz，…，2rw 的 系数 构成 一 个 妈 X 兽 单位 和 矩阵， 以 HH ，…， 
Zim 为 基 变 量 , 令 非 基 变 量 zt ，xs，…，x, 都 等 于 零 ， 便 得 到 一 个 初始 基本 可 行 解 
X=(0, 0 ,0, bis bas ***s bmn)™ 
为 人 工 变量 zi，zra，…，2ztw 是 为 了 构造 初始 基本 可 行 基 ， 人 为 加 入 原 约束 方 
程 中 的 虚拟 变量 ， 只 有 当 它 们 同时 等 于 零 ， 即 在 最 终 单纯 形 表 中 它们 全 部 变换 为 非 基 变量 
时 ， 加 入 人 工 变 量 的 等 式 约束 才 与 原 约束 条 件 等 价 。 也 就 是 说 ， 若 经 过 基 变 换 ， 基 变量 中 


和 








凶器 















































不 再 含有 非 零 人 工 变量 ， 就 表示 原 问题 有 解 ; 若 经 过 基 变 换 ， 最 终 单纯 形 表 中 基 变量 还 存 
在 非 零 人 工 变量 ,就 表示 原 问 题 无 可 行 解 ， 那么 如 何 处 理 人 工 变 量 呢 ?下 面 介绍 两 种 
方法 。 














1. 大 MM 法 
这 种 方法 是 将 原 问 题 与 加 入 人 工 变 量 后 ,线性 规划 问题 的 等 价 条 件 zn 二 zz,+s 二 … 二 
zutm 二 0。 添 加 原 问 题 的 目标 函数 ,使 人 工 变 量 在 目标 函数 中 的 系数 为 (一 MD 或 MCUM 为 任 








意 大 的 正 数 )， 使 目标 函数 只 有 在 人 工 变量 等 于 零 时 ， 才 能 实现 最 大 化 或 最 小 化 ， 即 在 最 
终 单 纯 形 表 中 ， 基 变量 中 不 存在 非 零 人 工 变量 。 
【 例 1.9】 用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 。 
maxZ 一 32z1 一 Za 一 Za3 
zi 一 2xz 十 za 委 11 
lB + T2223 
| zs=1 


Ni er TO0 











解 : 在 约束 条 件 中 分 别 加 入 松弛 变量 、 剩 余 变量 - 大 工 变量 ， 进 一 步 整理 得 到 
maxZ=37z1 一 zx: 一 Xs 十 0 二 07zs 一 Mzxe 一 Mzxy 



















































































Xi 一 2X2 十 Po 趟 wy 一 11 
| 4z1 十 Xs 二 2X 5 十 z6 
| 一 2 十 Xs car=1 
并 1， IK X10 
其 中 ，xz4 是 松弛 变量 ;zs 是 剩余 变量 ; xz 、 好 是 人 工 变量 ; M 是 任意 大 的 正 数 。 单 纯 形 
法 计算 结果 见 表 1 -7。 
表 1-7 单纯 形 表 ( 大 M 法 ) 
Oo 3 = w= 0 0 一 M 一 M 
Cs Xs b Xl xX Xs Xs Xs xX 
0 Xx 11 1 二 水 1 1 0 0 0 li 
一 M| x 3 一 4 1 2 0 Yh 1 0 3/2 
一 M| zx 1 一 2 0 [ 订 0 0 0 i 1 
a—& 3—6M 一 1 FM | 二 14+3M 0 一 M 0 0 
0 Ty 10 3 —2 0 1 0 0 = 
一 M| zx 1 0 [1 0 0 一 1 i 一 六 1 
Go 3 —1 一 1 0 0 一 M 一 M 
< 本 医 司 区: z zs x z ze zr k 
二 Ts 1 一 上 0 1 0 0 0 1 
一 名 —1+M 0 0 一 M 0 —3M+1 
0 x | 12 [3] 0 0 1 —2 2 一 5 4 
2 







































































( 续 ) 
台 3 SE ws 0 0 —M 一 MT 

Cs Xp b Xi x Xs Xs xX: Xe xX " 
| 0 1 0 0 = 1 Fe 
= T 1 一 2 0 0 0 0 E 

G—2Z 1 0 0 0 a —M+l M 一 1 
3 Tl 4 L 0 0 1/3 一 2/3 2/3 一 5/3 
=} XT 1 0 1 0 0 = 1 =2 
et | Ts 0 0 ll 2/3 一 4/3 4/3 一 95 
GZ 2 0 0 0 1/3 1/3 M+1/3|—M+2/3 


从 表 1- 7 中 最 终 可 得 最 优 解 为 
大 一 人 90909050 
目标 函数 值 为 


2. 两 阶段 法 
两 阶段 法 是 处 理 人 工 变量 的 另 一 种 方法 ， 它 是 将 加 入 人 工 变量 后 的 线性 规划 问题 分 成 
两 个 阶段 求解 。 将 原 问题 与 加 入 人 工 变量 线性 问题 等 价 条 件 za 一 zi 一 … 一 or 一 0 添 
加 在 第 一 阶段 ， 并 提供 给 第 二 阶段 一 个 原 问题 的 可 行 基 。 
第 一 阶段 : 构造 辅助 的 线性 规划 问题 ， 不 考虑 问题 解 的 情况 。 给 原 线性 规划 问题 加 入 
人 工 变 量 ， 并 构造 仅 含 人 工 变量 要 求实 现 最 小 化 的 目标 函数 ， 即 有 
训 atWY 一 Zr+l 十 Zn+z 十 … 和 -ZrHn 十 OZ 十 0zo 十 … 十 0zn 


anal 十 alzzz 十 … 十 ar 十 Znot1 一 轧 
a21Z1 十 azzzz 十 … 十 az 十 Zn+2 一 0 


























anX1 十 Qn2T2 1 





Ts 29 "9 9 NI9 "9 Tn nm 宇 0 
其 中 ，zr+l，…，zntn 为 人 工 变量 。 
然后 用 单纯 形 法 求解 上 述 构 造 模型 ， 若 得 到 W" 二 0， 即 所 有 的 人 工 变量 都 交换 为 非 
基 变 量 ， 这 表明 得 到 了 原 问 题 的 一 个 基本 可 行 解 ， 也 对 应 存在 原 问题 的 一 个 可 行 基 ， 可 进 
入 第 二 阶段 ， 阁 W* 取 0， 原 问题 无 可 行 解 ， 停 止 计 算 。 
第 二 阶段 : 将 第 一 阶段 最 终 计 算 表 格 的 目标 函数 换 成 原 问 题 的 目标 函数 ， 划 去 单纯 形 
表 中 人 工 变量 所 在 列 ， 即 得 求 原 问题 的 初始 单纯 形 表 。 用 单纯 形 法 进行 计算 ， 直 至 求 出 最 
优 解 。 
【 例 1.10】 用 两 阶段 法 求 下 列 解 线性 规划 问题 。 
































二 一 2 三 十 ll 
dm | 


二 和 向 二 3 一] 





0 

解 : 在 约束 方程 中 分 别 加 入 松弛 变量 zx 、 剩 余 变量 和 人 工 变量 x; 、zr ， 得 到 第 一 
阶段 的 数学 模型 为 
minW 一 zi 十 zz 十 0zi 十 0zz 十 0zs 十 0z 十 0z5 























而 一 2 十 十 页 三 ] 
421 十 双 十 22 xsixe 一 3 
一 2 二 十 Xx 二 x7 二 1 
Mn Wo Vn ay Ws WO 
其 标准 型 为 
maxW” Z6 一 27 十 0zl 十 0zz 十 0z: 十 0z 十 0zs 
一 2 十 而 十 页 所 
4zi 二 2 二 27xs 25 十 7 一 3 
一 221 十 Xa 十 z? 一 1 








Ts 7T2 Tas Tass Ts WN 0 

























































































用 单纯 形 法 进行 求解 ， 结 果 见 表 1 - 8。 第 一 阶段 构造 辅助 线性 规划 问题 的 最 优 解 是 
X'’=(0, MY; \2, 0, 0, 0)7™ 
表 1-8 “第 一 阶段 单纯 形 表 ( 两 阶段 法 ) 
局 0 0 0 0 0 | 二 
0 
Cs Xs b x x 3 x Xs Xe x 
0 Xl 11 1 -2 1 1 0 0 0 11 
= Xe 3 二 1 2 0 et 1 0 3/2 
= zy 1 = 外 0 [] 0 0 0 1 1 
本 用 一 6 上 0 = 0 0 
0 th 10 : 二 0 1 0 0 二 放 
一 1 re 1 0 [1 0 0 一 1 1 一 2 1 
0 rs 1 < 和 0 1 0 0 0 1 
碳 一 名 0 1 0 0 = 0 | 
© 0 0 0 0 0 = = 
0 
on Xs 六 训 志 二 局 
0 zh 12 3 0 0 1 和 深 2 这 
0 1 0 1 0 0 -4 1 一 和 
0 zs 1 = 流 0 1 0 0 0 1 
名 0 0 0 0 0 = = 济 
目标 函数 值 为 
W"=0 
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生生 线性 规划 及 单纯 形 法 


因 人 工 变量 x 二 zi 二 0， 所 以 (0，1，1，12,，0)7 是 原 线性 规划 问题 的 一 个 基本 可 行 
解 。 于 是 可 以 进行 第 二 阶段 运算 ， 即 第 一 阶段 最 终 所 得 基本 可 行 解 可 作为 原 问 题 的 初始 基 
本 可 行 解 ， 单 纯 形 法 求解 见 表 1 -9。 


表 1-9 第 二 阶段 单纯 形 表 (两 阶段 法 ) 









































co 3 =- ba 0 0 
0; 
Cs Xs b Xl x Xs Xs xs 
0 x 12 [3] 0 0 1 一 2 4 
一 1 7 1 0 1 0 0 = be 
三 忆 T 1 一 2 0 | 0 0 
0 一 已 1 0 0 0 一 1 
3 tl 上 0 0 1/3 一 2/3 
=1 7 1 0 1 0 0 = | 
1 rs 9 0 0 1 2/3 4/3 
co—Z 0 0 0 一 1/3 一 1/3 




















从 表 1- 9 可 得 到 原 线性 规划 问题 的 最 优 解 为 
X*=(N/1, 9, 0, 0)T 
目标 函数 值 
2 =2 

1 42 单纯 形 法 的 纶 降 描 述 

现在 介绍 用 和 矩阵 来 描述 单纯 形 法 的 计算 过 程 ， 它 有 助 于 加 深 对 单纯 形 法 和 对 偶 理 论 等 
的 理解 ， 也 有 助 于 改进 单纯 形 法 。 

设 线 性 规划 问题 已 化 成 如 下 的 标准 型 


maxZ 一 CX 
AX=b 
(1=10 
X=0 
其 中 
all Qi i dln 
A=|"” ?|=[p, P,, -…, P,J]=[B, N] 


Mt a tn 

为 不 失 一 般 性 , 设 B= 二 [Pl!，P;，…，P,] 为 基 ，N= 二 [Pi1，P,+:，…，P,] 为 非 基 
变量 系数 构成 的 矩阵 。X 王 (zi，z，…，zn)T 一 (Xe，Xv)T， 这 里 Xe 一 (zi，z，… 
zw) 为 基 变 量 构成 的 向 量 。 

和 一 (zol，zot，…，2zo)7 为 非 基 变量 构成 的 向 量 。C 二 (0, cs, …, 6) 二 (Cs， 
Cy)， 其 中 Cs 二 (a cco， Cn)，Cy 二 (cw ，cmtz，*…，cs)， 从 而 有 




















加 mm 








Xs 
(Cp, Cy) [x ]=cm 十 CNXN 


N 


则 式 (1 - 16) 改 写 为 


maxZ 一 CeXs 十 CNXN (1 -17) 
BXs +NXv=b 
| (1—18) 
is SO 
将 式 (1 -18) 移 项 后 得 
BX;y =b—NXy (1-19) 
式 (1 -19) 左 乘 B 后 ， 得 到 Xs 的 表达 式 为 
Xs=B 'b—B NX, (1 -20) 


将 式 (1 -20) 代 入 目标 函数 (1 - 17)， 得 到 
Z 一 CoB ‘b+ (Cs—CsB 'N)Xy 
若 令 非 基 变量 Xv 二 0， 得 到 一 个 基本 可 行 解 为 


Bi'b 
ly 

目标 函数 为 2 一 CeB7 

从 式 (1-20) 和 目标 函数 表达 式 可 以 得 出 以 下 几 点 。 

(1) 非 基 变量 的 系数 (Cy 一 CsB“'N) 就 是 非 基 变量 的 检验 数 oy; 由 此 再 来 看 基 变 量 的 
检验 数 o4 二 Cs 一 CsB“'B 二 0， 与 单纯 形 法 中 结论 一 致 ,因此 所 有 的 检验 数 可 用 C 一 CsBB“'A 
表示 ， 即 检验 数 的 矩阵 描述 。 

(2) 只 要 求 出 基 的 逆 和 矩阵 一， 就 可 知 系数 增 广 矩 阵 基 变化 的 结果 : 系数 列 向 量 为 
了 P; 资源 向 量 为 Bb。 因 此 。9 规 则 的 矩阵 表达 式 为 
(Bb); _ (Bi'b), 

(BP,); (BP,), 
其 中 ，(B 'b); 是 向 量 (B “15b) 中 第 i 个 元 素 ; (B7'P)); 是 向 量 (B 一 疡 ) 中 第 ;个 元 素 。 

(3) 令 Y 一 CeB 一 称 为 单纯 形 乘 子 ， 则 有 

Z=Yb+(C—YA)X 





0=min| [p>0) 
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从 1.4.2 节 单 纯 形 法 的 矩阵 描述 中 可 以 看 到 ， 在 单纯 形 法 迭代 时 ， 每 迭代 一 步 的 关键 
在 于 求 出 B“'b， 通 过 B”， 可 求 得 对 应 于 基 BB 的 基本 可 行 解 X==(B 'b)( 基 中 非 基 变量 都 等 
于 零 )， 目 标 函 数 Z 一 CeB 'b 及 用 于 最 优 性 判断 的 检验 数 构成 的 向 量 ov 二 (Cv 一 CsB "NN)， 
这 就 是 单纯 形 法 的 出 发 点 。 
设 当前 基 为 B 二 (P!，P;，…，P,!，P,,…，P,,)， 基 变换 中 要 用 非 基 变量 X 蔡 换 
基 变 量 X,， 基 变换 后 的 新 基 为 Bi ,在 B 和 Bi 之 间 只 差 一 个 变量 ,如何 只 根据 Bl 和 换 入 
变量 Xi 的 系数 列 向 量 来 计算 出 互 “ 呢 ? 由 前 面 单 纯 形 法 基 变 换 中 可 得 到 下 列 关系 式 : 
也 一 FEB = 















































其 中 
E=(el, **, ei1, €, es ***, Em) 
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[全 
人 一 2 

e: 表 示 第 i 个 位 置 的 元 素 为 1， 其 他 元 素 均 为 0 的 单位 列 向 量 。 

P=(an, Gz» os dD ks QCODE 9 anx) 是 B 对 应 的 换 入 变量 的 系数 向 量 。 

那么 改进 单纯 形 法 的 计算 步骤 如 下 。 

(1) 由 线性 规划 问题 的 标准 型 确定 初始 基 和 矩阵 的 逆 矩 阵 吾 :。 求 出 初始 基本 可 行 解 
XX 二 (Bb)， 计 算出 相应 目标 函数 值 Z 一 CeB 2。 

(2) 最 优 解 检验 。 计 算 非 基 变量 检验 数 oy， ov 二 (Cy 一 CsB 'N)。 若 on 二 0, 已 得 到 
最 优 解 ， 可 停止 计算 ; 若 还 存在 mw 二 0，JEN， 则 转 和 人 下 一 步 计算 。 

(3) 根据 max(o |oj 盖 0) 一 w 所 对 应 的 非 基 变量 zx 为 换 入 变量 ， 计算 (B Pi)。 若 (B”' 
P.) 夸 0， 那么 原 线性 规划 问题 无 解 ， 停 止 计算 。 否 则 ， 进 行 下 一 步 计 算 。 

(4) 根据 2 规则 ， 求 出 


0=min| 





(B''b), _ (Bb), 
(BP.,); (B-!P,), 


它 对 应 的 基 变 量 z/ 为 换 出 变量 ,然后 进行 下 一 步 计算 。 

(5) 用 Pi 代替 当前 基 中 的 已 得 一 新 基 Bi 。 再 根据 式 (1 - 22) 计 算 E， 由 式 (1 - 21) 求 
出 B,'。 计 算 新 的 基本 可 行 解 Xl 二 B,'b， 重 复 (2) 一 (5) 步 又 。 
于 在 初始 单纯 形 表 中 ，B™!' 是 单位 和 矩阵， 因而 在 改进 单纯 形 法 的 整个 计算 过 程 中 ， 
就 不 需要 再 计算 基 的 逆 矩 阵 。 


1.5 线性 规划 应 用 举例 








| B71p),>0 




















1.5.1 生产 计划 问题 
该 问题 的 一 般 提 法 是 : 用 若干 种 资源 Bl ，B,，…，B,,， 生 产 若干 产品 A1，As,，… 
A,， 资 源 供应 有 一 定 限 制 ， 要 求 制订 一 个 产品 生产 计划 ， 使 其 在 资源 限制 条 件 下 ， 得 到 
最 大 效益 。 
这 个 问题 的 已 知 条 件 见 表 1 - 10。 
表 1-10 产品 资源 限制 条 件 




















0 Ai, Ai, *…, A 可 供应 资源 量 
Bl al，ai2 ，…，am bh 
B; dal d229 7 dan b; 
B, a i i Db 
单位 产品 所 得 利润 CL，cz，…，Cm 























【 例 1. 11】 例 1. 1 就 属于 这 一 类 生产 计划 问题 ， 所 以 很 容易 写 出 其 线性 规划 模型 。 
和 





























解 : 设 工 表示 生产 A; 种 产品 的 计划 数 ，j 二 1，2,，…，n。 则 有 


maxZ = ri 
j=1 
Dayz; SB 
二 (一 1，2，…，723 一 1，2，…，7) 
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1.52 人 力 资源 配置 问题 

该 问题 的 一 般 提 法 是 : 一 项 工作 根据 其 特点 在 不 同 的 时 间 段 ， 采 用 不 同 的 工作 人 员 完 
成 。 问 如 何 安排 工作 人 员 的 作息 ， 才 能 既 满足 工作 需要 ， 又 使 配备 人 员 的 数量 最 小 。 

【 例 1.12】 某 大 都 市 有 一 昼夜 服务 的 公交 线路 ， 经 长 时 间 的 统计 观察 ， 每 天 各 时 段 所 




















需要 的 司 乘 人 员 数 ， 见 表 1- 11。 
表 1-11 司 乘 人 员 需 求 信息 

班次 时 间 区 间 所 需 人 数 / 人 
6: 00 一 10: 00 60 

2 10: 00 一 14:-00 70 

3 14: 00~18; 00 60 

4 18: 00 一 22: 00 50 

5 22:N00 一 2: 00 20 

6 2: 00 一 6: 00 30 








设 司 乘 人 员 分 别 在 每 时 段 准时 上 班 ， 并 连续 工作 8h， 问 公交 公司 应 如 何 安排 这 条 公 
交 线 路 的 司 乘 人 员 ， 才 能 既 满 足 工作 需要 又 使 配备 的 司 乘 人 员 最少 ? 
解 : 设 用 zz; 表示 第 i 班 开 始 上 班 的 司 乘 人 员 数 ,由 于 每 班 实际 上 班 的 人 数 中 必 包 括 前 
一 班 的 人 数 ， 于 是 可 建立 如 下 线性 规划 模型 
minZ 一 Zi 十 zz 十 zs 十 zi 十 zi 十 26 





ZI 十 z6 志 60 
0 
2 十 zs 之 60 
3 十 Zi 之 50 
吉 十 十 之 20 
2 十 z6 之 30 


zi20(i=1, 2, *…, 6) 
求解 之 后 得 到 z= 二 50， zs 二 20,， zs 二 50， zx 二 0 zs 二 20， zo 二 10，Z==150。 
【 例 1.13】 某 商场 对 一 周 内 的 顾客 流量 进行 统计 分 析 后 ， 按 照 服 务 定额 得 知 一 周 中 每 
天 售 货 人 员 需 求 量 ， 见 表 1 - 12。 
表 1- 12 售 货 人 员 需 求 信息 
时 间 星期 日 星期 一 星期 二 星期 三 星期 四 星期 五 星期 六 


售 货 人 员 / 人 28 15 24 25 19 31 28 
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现在 的 问题 是 ， 售 货 员 每 周 工 作 5 天 ,休息 2 天 ， 并 要 求 休息 时 间 是 连续 的 ， 商 场 应 
如 何 安 排 售 货 人 员 的 作息 ， 才 能 够 既 满 足 工作 需要 ， 又 使 配备 的 售 货 人 员 最 少 ? 

解 : 设 x 为 星期 ; 开始 休息 的 人 数 ， 星 期 日 记 为 二， 则 每 一 天 工作 的 人 数 应 为 下 一 日 开 
始 休息 的 人 员 直 至 由 下 一 日 算 起 的 第 5 个 工作 日 即 当日 前 天 (不 是 昨天 ， 昨 天 开始 休息 的 
人 员 休 息 时 间 会 延至 当日 ) 休 息 的 人 员 总 和 。 于 是 ， 根 据 资料 可 建立 如 下 的 线性 规划 模型 


minQZ 一 zl 十 zz 十 zs 十 zi 十 zi 十 zi 十 z7 









































Xl 十 Xz 十 ZX3 十 x4 十 Xs 之 28 
二 十 志 十 克 十 志士 冯 之 15 
zs 十 Zi 十 zs 十 z6 十 z7 之 24 
zi 二 十 i 十 zo 十 这 25 
Zi 十 zz 十 zs 十 ze 十 zr 宇 19 








Xi 十 zz 十 ZX3 十 x6 十 X17 宇 31 
十 加 和 十 各 十 十 0 社 26 
Xi 之 0(i=1, 2, ……, 73 

求解 之 后 得 到 x1 = 二 12，xz = 二 0，xs 1, z=5% 7X3=0, x6=8, X71=0, Z=36。 
1.5 3 套 裁 下 料 问题 

这 类 问题 一 般 提 法 是 : 在 加 工业 中 ,需要 将 某 类 规格 的 棒 材 或 板材 裁 成 不 同 规格 的 毛 
坏 ， 对 裁 出 的 毛 坏 有 一 定 的 数量 要 求 。 问 如 何 裁 取 ， 才 能 既 满足 对 裁 出 毛坯 的 数量 要 求 ， 
又 使 所 使 用 的 原材料 最 少 。 

【 例 1.14】 某 工厂 计划 做 100 套 钢 架 ,需要 用 长 度 分 别 为 2.9m、2. lm 和 1. 5m 的 贺 
钢 各 一 根 。 已 知 可 做 原料 使 用 的 圆 钢 每 根 长 7. 4m， 问 应 如 何 下 料 才能 使 所 用 原料 最 省 ? 

解 : 最 简单 的 下 料 方 法 是 ， 每 根 圆 钢 截取 2 9m、2. lm 和 1. 5m 的 长 度 各 一 根 ， 组 成 
一 套 , 这 样 每 根 国 钢 镜 下 料 头 0. 9m。 完 成 任务 后 ， 共 消耗 加 钢 100 根 ， 余 下 的 料 头 共 
90m。 若 改 成 套 裁 方法 ， 即 可 先 设计 出 几 个 较 好 的 下 料 方案 。 所 谓 较 好 即 第 一 要 求 是 每 个 
































方案 下 料 后 的 料 头 较 短 ， 第 二 要 求 是 所 有 的 方案 配合 起 来 能 满足 完成 任务 的 需要 。 为 此 ， 
可 设计 5 种 方案 供 参 考 使 用 ， 见 表 1- 13。 
表 1- 13 下 料 方案 信息 单位 : m 
方案 
圆 钢 I 亚 V V 
2.9 1 2 0 1 0 
| 0 0 2 2 i 
二 二 3 1 2 0 3 
合计 7.4 7 32 RI 6.6 
料 头 0 [ot 0.2 0.3 0.8 

















为 了 用 最 少 的 原材料 得 到 100 套 钢 架 ， 必 须 混合 使 用 上 述 各 种 下 料 方案 。 设 使 用 每 一 
种 方案 下 料 的 圆 钢 根 数 分 别 为 zi1，z:，Zz3， Zz,，ZX;， 则 可 得 到 如 下 的 线性 规划 模型 : 
minZ 一 zi 十 zz 十 zs 十 Zi 十 zs5 























号 mn 








Zi 十 2zz 嘻 商 人 100 
2zs 古 24 十 却 汪 100 
3 二 十 十 2z3 和 十 3xs 宇 100 








Zi 宕 0(i=1, 2, …, 5) 

求解 之 后 得 到 zx 二 30，xz 二 10，zxs 二 0，zzx 二 50，xs 二 0， 总 共和 需 圆 钢 90 根 。 该 模型 
的 目标 函数 也 可 以 是 minZ 二 0. 1zs 十 0. 2zx; 十 0. 3zx4 十 0. 8x;， 求 解 后 得 Z 二 16。 
154 配料 问题 

这 类 问题 的 一 般 提 法 是 ， 由 多 种 原料 制 成 含有 wm 种 成 分 的 产品 ,已 知 产品 中 所 含 各 种 
成 分 的 最 低 需要 量 及 各 种 原料 的 单价 ， 并 且 知 道 各 种 原料 的 数量 ， 问 应 如 何 配料 ， 才 能 使 
产品 的 成 本 最 低 。 

【 例 1. 15】 某 工厂 要 用 3 种 原料 A、B、C 混合 调配 3 种 产品 甲 、 乙 、 丙 ， 已 知 产品 
的 规格 要 求 及 单价 ， 原 材料 的 单价 和 每 天 的 供应 量 见 表 1 - 14。 问 该 厂 应 如 何 安排 生产 ， 
才能 使 利润 收入 最 大 ? 

















表 1-14 产品 及 原料 信息 




















产品 及 原材料 产品 规格 及 原材料 可 供 量 单价 /( 元 /千克 ) 
甲 原料 A 不 少 于 50% 原料 :B 不 超过 25% 50 
Zs 原料 A 不 少 于 25% 六 原料 B 不 超过 50% 35 
丙 原料 无 具体 要 求 25 
A 100 65 
B 100 25 
局 60 35 








nn 
n 


并 


解 : 这 一 问题 需要 使 用 双 下 标 变量 。 可 设 x 表示 第 i 种 产品 第 j 种 原料 的 含量 ， 
可 得 到 如 下 线性 规划 模型 
max2Z 一 50(zil 十 ziz 十 zis) 十 35(zzi 十 zzz 十 zas) 十 25(zal 十 zz 十 Zas) 
65(zu 十 Zai 十 zsi) 一 25(ziz 十 zz 十 zaz) 一 35(zZis 十 zz 十 Zas) 
即 maxZ 15xi1 十 25x12 十 15zx18 一 30xz 十 107z2s 一 40x31 一 10x3s 
(1) 产品 规格 约束 为 




















11 三 0. 5(xut zx TX ) 
X10. 25(zu 二 ztzxi) 
医 之 0.25(zai 十 2 十 zs) 


X22 0. 5(Czzl 十 zzz TX ) 








(2) 原材料 可 供 量 约束 为 


Tu TXTa TT 100 
‘ 12 TT22 TT X32 二 100 








X13 za txaS60 
Xj>0， (i, j=1, 2, 3) 
求解 后 得 到 zx 二 100，z1s 二 50，z1s 二 50， 其 余 的 zx; 二 0。 得 到 这 样 的 解 是 因为 每 一 
种 产品 生产 多 少 没有 限制 ， 且 原材料 的 约束 为 “<” 型 。 如 果 加 上 每 一 种 产品 的 最 低 生产 
i [i 
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量 限制 ， 并 将 原材料 可 供 量 约束 改 为 等 式 约束 ， 则 求解 结果 一 定 不 是 这 样 。 


1.6 应 用 案例 





美洲 银行 网 络 交易 服务 问题 


罗 伯 认 为 区 别 于 对 手 的 一 个 对 策 是 提供 竞争 对 手 所 没有 提供 的 服务 交易 服务 。 他 
确定 ， 在 自动 取款 机 之 后 又 会 有 一 种 便利 的 交易 方法 ， 这 种 方法 就 是 通过 网 络 的 电子 银 
行 。 通 过 网 络 ， 客 户 可 以 直接 用 家 里 和 办 公 室 里 的 台式 计算 机 来 进行 交易 。 网 络 的 大 发 
展 , 已 经 使 许多 人 懂得 如 何 使 用 万 维 网 。 这 样 ， 他 总 结 出 ， 如 果 美 洲 银 行 能 够 提供 网 络 上 
的 银行 交易 的 ， 可 能 会 吸引 许多 新 的 消费 者 。 

在 罗 伯 决 定 开发 网 上 业务 之 前 ， 他 必须 知道 网 络 银行 的 市 场 及 美洲 银行 可 以 通过 网 络 
提供 的 服务 。 例 如 ， 客 户 是 和 否 只 能 通过 网 络 查询 账户 及 交易 信息 ， 还 是 可 以 获得 存 取 服 
务 ? 银行 是 否 需 要 提供 实时 的 股价 行情 ， 以 及 收取 很 少 的 二 笔 手 续费 而 允许 客户 在 网 上 下 
订单 ， 以 吸引 一 部 分 投资 市 场 上 的 客户 ? 

因为 美洲 银行 没有 从 事 调研 业务 ， 所 以 决定 将 这 一 调研 项 目 交 给 一 个 专业 的 咨询 公 
司 。 该 项 目 收 到 了 好 几 个 咨询 公司 的 投标 , - 罗 伯 将 选择 了 成 本 最 小 的 一 个 公司 。 罗 伯 为 咨 
询 公 司 列 出 了 一 系列 的 调研 要 求 ， 以 确保 公司 能 够 获得 实行 该 策略 所 需要 的 信息 。 

因为 不 同年 龄 段 的 人 需要 不 同 的 服务 ,美洲 银行 对 4 个 年 龄 段 的 人 有 兴趣 :第 一 类 为 
18 一 25 岁 ， 这 些 人 的 收入 有 限 ” 交易 量 不 会 很 大 ;第 二 类 为 26 一 40 岁 ， 这 些 人 收入 可 观 ， 
交易 量 大 ， 需 要 大 量 的 住房 和 汽车 贷款 ， 并 会 在 各 类 证 券 上 投资 ;第 三 类 为 41 一 50 岁 ， 
这 类 人 与 第 二 类 的 收入 与 行为 类 似 ， 但 因为 这 些 大 还 不 适应 网 络 上 的 计算 机 大 爆炸 ， 因 此 
不 大 可 能 使 用 网 络 银行 ; 最 后 ， 第 四 类 是 焉 岁 以 上 ， 这 些 人 渴望 安全 ， 并 且 对 希望 获得 
退休 基金 的 信息 ， 银 行 相信 这 些 人 是 绝对 不 会 使 用 网 络 交易 的 ， 但 银行 也 希望 能 够 进一步 
获得 这 些 人 的 需求 信息 。 美 洲 银行 将 会 调研 2000 名 客户 ， 其 中 ， 第 一 年 龄 段 至 少 占 20%， 
第 二 类 占 27. 5%， 第 三 类 占 15% ， 第 四 类 占 15%。 

风 伯 知道 网 络 是 近期 才 发 展 起 来 的 ， 一些 人 甚至 还 不 知道 什么 是 万 维 网 。 因 此 他 希望 
能 够 知道 哪些 人 使 用 网 络 ， 而 哪些 人 不 使 用 网 络 。 为 了 保证 美洲 银行 能 够 获得 准确 的 组 
合 ， 他 要 求 被 调研 的 人 中 至 少 15% 来 自 网 络 普 遍 使 用 的 硅谷 地 区 ， 而 35% 来 自 大 城市 ， 
那些 地 方 网 络 的 使 用 程度 一 般 ，20% 来 自 很 少 使 用 计算 机 的 小 城镇 。 

精致 调研 公司 (Sophisticated Surveys) 是 投标 该 项 目的 3 家 调研 公司 中 的 一 家 ,该 公 
司 对 调研 的 成 本 做 了 初步 的 估计 ， 每 人 的 调研 费用 如 表 1- 15 所 示 。 


表 1-15 调研 的 成 本 调研 费用 信息 












































pe 年 龄 段 
地 区 
18~25 26~40 41~50 S51 以 上 
硅谷 $4.75 $6.50 $6.50 $5.00 
大 城市 $5.25 $5.75 $6.25 $6.25 
小 城镇 $6.50 $7.50 $7.50 $7.25 




















和 jem 

















精致 调研 公司 对 下 面 几 个 问题 进行 了 连续 的 探讨 。 
建立 线性 规划 模型 ， 在 满足 美洲 银行 的 调研 要 求 的 基础 上 使 成 本 最 小 。 

如 果 精 致 调研 公司 边际 收益 是 总 成 本 的 15%， 它们 的 投标 将 是 多 少 ? 

在 提交 了 投标 书 以 后 ， 精 致 调研 公司 得 到 通知 说 ， 它 的 标价 是 最 低 的 ， 但 美洲 银行 不 
认同 它 的 结果 ， 罗 伯 要 求 被 调研 的 每 一 个 地 区 每 一 个 年 龄 段 的 人 数 必须 超过 50 人 ， 这 样 
的 话 ， 精 致 调研 公司 新 的 标价 将 是 多 少 ? 

罗 伯 认 为 精致 调研 公司 对 18 一 25 岁 年 龄 段 及 硅谷 地 区 的 取样 太 多 了 ， 因 此 ， 他 增加 
了 一 个 新 的 约束 ， 即 18 一 25 岁 之 间 的 被 调研 的 人 数 不 能 超过 600 人 ， 而 硅谷 地 区 的 人 数 
不 能 超过 650 人 ， 这样， 新 的 标价 又 将 如 何 ? 

在 计算 调研 成 本 时 ， 精 致 调研 公司 认识 到 ， 对 年 轻 人 的 调研 较为 容易 。 然 而 ， 在 近期 完成 
的 一 个 调研 报告 中 显示 ， 这 个 假设 是 不 正确 的 。 对 18 一 25 岁 间 的 人 的 调研 成 本 见 表 1 - 16， 在 
新 的 成 本 下 ， 标 价 将 会 是 多 少 ? 




















表 1- 16 调研 城市 成 本 信息 








地 区 每 人 的 成 本 ($) 地 区 每 人 的 成 本 ($) 
硅谷 6.5 小 城镇 7 
大 城市 6.75 











为 了 保证 所 要 求 的 取样 ， 罗 伯 做 出 对 更 严格 的 约束 ， 规 定 各 类 人 数 的 比例 必须 符合 
表 1=17; 


表 1-17 调研 人 群 比例 信息 























人 群 调查 的 人 群 比例 (%) 人 群 调查 的 人 群 比例 (%) 
18~25 25 硅谷 20 
26~40 35 大 城市 50 
41 一 50 20 小 城镇 30 
51 以 上 20 
在 这 些 限制 的 条 件 下 ， 精 致 调研 公司 的 调研 成 本 将 增加 多 少 ? 车 以 总 成 本 的 15% 提 取 








边际 收益 ， 精 致 调研 公司 的 报价 又 将 是 多 少 ? 
注 ，@ 深 圳 大 学 《运筹 学 》 精 品 课 工程 案例 。 
习 题 


.线性 规划 的 数学 模型 有 哪些 特点 ? 
-线性 规划 问题 的 解 有 哪 几 种 形式 ? 
. 简 述 单纯 形 法 的 求解 步骤。 











on 


- 将 下 列 线性 规划 模型 转化 为 标准 型 。 


30 


骨 











第 1 章 
(1) max2Z 王 2zi 十 zz 十 3zs 十 并 
Wi 十 坊 十 3 交 十 局 过 7 
2zi 一 3zz 十 5xs 一 一 8 
Zl 一 2 十 2 7 





Zi， 志 0，z 委 0， 忆 无 约束 
6. 用 图 解法 求解 下 列 线 性 规划 问题 。 
(1) min2Z 王 一 zi 十 2z2 

| 


























XI1+2xs<6 
Kis Xa0 
(3) maxZ 王 3zi 十 6z? 
一 克之 一 2 
| 十 2z 委 6 
Zi 22E0 


线性 规划 及 单纯 形 法 


(2) min2Z 王 一 3zl 十 4z? 一 2zs 十 5z4 


4 一 zt2m™— 驻 一 一 2 





Xi 二 zs 二 37z3— x 所 14 
一 2 十 3 立 一 克 十 2x 之 2 
ZX1， Zz， Ns 宇 0，xz 无 约束 





(4) max2Z 王 3zi 十 6z? 





a 
2 十 2 爱人 
ZX1 ,THO0 


7. 在 下 面 的 线性 规划 问题 中 找 出 满足 约束 条 件 的 所 有 基本 解 ， 指 出 哪些 是 基本 可 行 


解 ， 并 代入 目标 函数 ， 确 定 哪 一 个 是 最 优 
(1) max2Z 一 2zi 十 3zs 十 4zs 十 7zs 
2zxi 十 3zz 一 zs 一 4z 一 8 
2 一 2zz 十 6zs 一 7z 二 一 3 


0 


解 。 
(2) minZ 一 5z 一 2z: 十 3z3 一 6z4 
Zi 十 2zz 十 3zs 十 4z 一 7 
| 2zi 二 xizs 十 zs 十 2z 一 3 


RAT Te Xs Ts 0 





8. 分 别 用 图 解法 和 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 问题 ， 并 指出 单纯 形 法 迭代 的 每 一 步 





相当 于 图 形 上 的 哪个 顶点 。 
(1) maxZ=27 tx 


3zi 十 5zz 委 15 
6zi 十 2z:< 委 24 
20 





(2) max2Z 一 2z 十 5zz 
1 4 
2zs 魏 12 
3zi 十 2z 和 去 18 
2 


9. 分 别 用 单纯 形 法 中 的 大 M 法 和 两 阶段 法 求解 下 列 线性 规划 问题 。 


(1) maxZ 一 2zi 十 3z? 一 5zs 
Zi 十 zz 十 za 一 7 


2x1—5x2 二 xs 宇 10 





Xs Ts TD0 

(3) maxZ=10x1 二 15z; 二 12x; 
5z1 二 3z2 十 XX 志 9 

—8x1| 06x 15xS15 
2zi 十 Xz 十 人 5 








ms Tes 0 














(2) minZ 一 2zl 十 3zz 十 zs 
二 十 4z 十 2z 之 8 
3zi 十 2zz 宇 6 





Li» Ta Ta>0 
(4) maxZ 一 2zi 一 zz 十 223 
be sh i eh 2 
一 2 十 2Z3 之 2 
2zz 一 zs 过 0 








Nis 0 


10. 用 改进 单纯 形 法 求解 以 下 线性 规划 问题 。 








Sl 
mm 





加 




















(1) max2Z 一 4zi 十 2z? (2) minZ 一 2zl 十 zx 
一 嫉 十 zs 妇 6 3zi 十 zz= 

| Xi 十 Xs 寺 9 J dz 十 3zz 之 6 

3 而 一 冯 委 15 坟 十 2z 雪 3 
相 ， X20 |: i 00 


11. 表 1-18 是 某 求 极 大 化 线性 规划 问题 计算 得 到 的 单纯 形 表 ， 表 中 无 人 工 变量 ，a ， 
2，4as，d，ci，C 为 待定 常数 ， 试 说 明 这 些 常 数 分 别 取 何 数 时 以 下 结论 成 立 。 




















表 1-18 单纯 形 表 
基 b x Xs Xs Xs x x 
Xs dad 1 al 1 0 a. 0 
Th 2 一 1 一 3 0 】 到 下 0 
Xe 3 as 一 5 0 0 一 4 1 
i 而 Cz 0 0 一 和 0 

















(1) 表 中 解 为 唯一 最 优 解 。 

(2) 表 中 解 为 最 优 解 ， 但 存在 无 穷 多 最 优 解 : 

(3) 该 线性 规划 问题 具有 无 界 解 。 

(4) 表 中 的 解 非 最 优 ， 为 了 改进 ， 设 换 人 变量 为 x ， 换 出 变量 为 zw 。 

12. 某 糖 果 厂 用 原料 A、B、C 加 工 成 3 种 不 同 牌号 的 糖果 甲 、 乙 、 丙 。 已 知 各 种 牌号 
糖果 中 A、B、C 的 含量 ， 原 料 成 本 ， 各 种 原料 的 每 月 限制 用 量 ，3 种 牌号 糖果 的 单位 加 






































工 费 及 售 价 见 表 1- 19。 问 该 厂 每 月 应 生产 这 3. 种 牌号 糖果 各 多 少 千 克 ， 才 能 使 该 厂 获 利 
最 大 ? 试 建立 这 个 问题 的 线性 规划 的 数学 模型 。 
表 1- 19 产品 加 工 信 息 
原料 含量 产品 四 z 再 原料 成 本 / | 每 月 限制 
原料 (元 /千克 ) | 用 量 /( 千 克 ) 
A 宇 60% 宇 15% 2.00 2000 
B L 50 2500 
© <20% 60% <50% 1.00 1200 
加 工 费 /( 元 /千克 ) 0. 50 0. 40 0. 30 
售 价 /( 元 /千克 ) 3. 40 2. 85 2.25 
13. 某 三 生产 3 种 产品 甲 、 乙 、 丙 。 每 种 产品 要 经 过 A、B 两 道 工序 加 工 ， 设 该 三 有 








两 种 规格 的 设备 能 完成 A 工序， 它们 以 A、A: 表 示 ; 有 3 种 规格 的 设备 能 完成 B 工序， 
它们 以 Bl、B;、B; 表 示 ， 产品 甲 可 以 在 A、B 任何 一 种 规格 设备 上 加 工 。 产 品 乙 可 以 在 任 
何 规格 的 A 设备 上 加 工 ， 但 完成 了 工序 时 ， 只 能 在 B 设备 上 加 工 ; 产品 丙 只 能 在 As 与 
B 设备 上 加 工 。 已 知 在 各 种 机 床 设备 的 单 件 工时 ， 原 材料 费 、 产 品 销售 价格 、 各 种 设备 
有 效 台 时 及 满 负 荷 操作 时 机 床 设备 的 费用 见 表 1 - 20， 要 求 安排 最 优 的 生产 计划 ， 使 该 厂 
利润 最 大 。 
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Ne 线性 规划 及 单纯 形 法 





























设备 于 设备 有 效 台 时 | 。 泣 负 荷 时 机 床 
甲 a 丙 设备 费用 /元 
Al 5 10 6000 300 
A 9 12. 10000 321 
了 6 8 4000 250 
B, 4 i 7000 783 
了 4000 200 
原料 费 /( 元 / 件 ) 局 怒 0.35 0.50 
单价 /( 元 / 件 ) B25 2.00 2.80 




















关键 词 及 其 英文 对 了 照 


线性 规划 liner programming 决策 变量 decision variable 

基 变 量 basic variable 松弛 变量 slack variable 

剩余 变量 surplus variable 目标 函数 objecctive function 

约束 constraint 约束 条 件 constraint condition 

可 行 解 feasible solution 基本 解 basic solution 
基本 可 行 解 ”feasible basic solution 最 优 解 optimum solution 

可 行 域 feasible region 图 解法 graphical solution 

顶点 Vertices 迭代 iteration 

单纯 形 法 simplex method 改进 单纯 形 法 modified simplex method 
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第 2 章 ， 对偶 规划 与 灵敏 度 分 析 


本 章 内 容 分 为 两 大 部 分 ， 对 偶 规划 与 灵敏 度 分 析 。 对 偶 规 划 是 线性 规划 问题 从 另 一 个 
角度 进行 的 研究 ， 是 线性 规划 理论 的 进一步 深化 ， 也 是 线性 规划 理论 整体 的 一 个 不 可 分 制 
的 组 成 部 分 。 灵敏 度 分 析 是 对 线性 规划 结果 的 再 发 气 ， 是 对 线性 规划 理论 的 充分 利用 。 通 
过 本 章 的 学 习 ， 要 求 能 够 写 出 任意 一 个 线性 规划 问题 的 对 偶 问 题 ， 并 能 应 用 对 偶 单 纯 形 法 
解决 相应 的 线性 规划 问题 ， 同 时 能 对 线性 规划 的 求解 结果 进行 多 种 情况 的 灵敏 度 分 析 。 


2.1 线性 规划 的 对 偶 问题 及 其 数学 模型 

















2.1.1 对 偶 问 题 的 提出 
在 例 1. 1 中 讨论 了 工厂 生产 计划 线性 规划 问题 的 数学 模型 及 其 解法 ， 其 数学 模型 为 
maxZ 一 2zT3 元 
HB 
[x 16 
x212 
TI .20 
现在 从 另 一 个 角度 来 讨论 这 个 问题 。 假 设 该 工厂 的 决策 者 决定 不 自己 生产 产品 ， 而 是 
将 其 具有 的 所 有 资源 出 租 或 外 售 ， 这 时 王 厂 的 决策 者 就 要 考虑 如 何 给 每 种 资源 定价 的 
问题 。 
设 出 租 单位 的 设备 台 时 的 租金 和 出 让 单位 原材料 A、B 的 附加 额 分 别 为 mw、 、>， 
那么 ， 该 工厂 应 满足 下 列 两 个 条 件 。 
(1) 出 租 生 产 单位 产品 工 所 消耗 的 设备 台 时 和 原材料 的 出 租 出 让 的 所 有 收入 应 不 低 于 
自己 组 织 生 产 该 产品 所 获得 的 利润 ， 即 











嫉 十 4y 之 2 
(2) 出 租 生产 单位 产品 卫 所 消耗 的 设备 台 时 和 原材料 的 出 租 出 让 的 所 有 收入 应 不 低 于 
自己 组 织 生 产 该 产品 所 获得 的 利润 ， 即 


T 

















2y1 十 4y: 宇 3 
工厂 所 有 资源 出 租 出 让 的 总 收入 为 
ow 一 8 十 16y 十 12y; 

从 工厂 决策 者 的 角度 来 看 ， 当 然 w 值 越 大 越 好 ; 但 从 接受 方 的 角度 来 看 ， 支 付 越 少 越 
好 。 所 以 ,工厂 的 决策 者 只 能 在 满足 将 设备 台 时 和 原材料 的 出 租 出 让 的 所 有 收入 不 低 于 自 
己 组 织 生产 该 产品 所 获得 的 利润 的 条 件 下 ,使 其 总 收入 尽 可 能 的 小 ， 这 样 才能 使 接受 方 接 
受 ,， 工厂 才能 实现 其 意愿 ， 为 此 需求 解 如 下 线性 规划 问题 。 
minw 王 8 十 16y 十 12ys 





二 























SR 对 个 规划 与 灵敏 讼 分 析 


yi 二 4y; 2 
| 十 4y 之 3 
1, ye ys0 
称 这 个 线性 规划 问题 为 例 1. 1 线性 规划 原 问 题 P 的 对 偶 问 题 D。 
同 理 ， 例 1. 2 的 线性 规划 问题 的 对 偶 问题 就 是 将 安装 A、B、C 这 3 种 构件 的 工程 项 
目 分 包 给 承包 商 ， 如 何 确定 工程 承包 费 。 
设 安装 一 根 A、B、C 构件 的 承包 费 分 别 为 yy，y;，y3， 则 该 对 偶 问题 的 数学 模型 为 
maxw 一 250y: 十 300y; 十 700ys 
| 8 十 10% 委 250 
6 十 6 十 20y 委 350 
lw 2 ，2 二 0 
该 对 偶 问 题 的 经 济 意 义 可 解释 为 : 工程 投资 方 不 自己 组 织 安装 ， 而 是 分 包 给 承包 商 ， 
在 满足 承包 费 不 能 大 于 自己 安装 时 租赁 安装 机 械 的 租赁 费 条 件 下 ， 尽 可 能 使 承包 费 最 大 ， 
这 样 承包 商 才 能 接受 。 
2.1.2 对 偶 问题 的 数学 模型 
在 1.4.2 节 中 线性 规划 单纯 形 法 的 矩阵 撒 述 有 定义 单纯 形 乘 子 Y 一 CoB 一 ， 对 线性 规 
划 原 问题 P， 有 

















TiaxZ 一 CX 

AX<b 

X=0 
最 优 解 标 准 为 所 有 变量 的 检验 数 o 过 0 即 C 一 CoB- 14 过 0， 有 C 一 YA 三 0, 得 

YA4=0 Ca 1 
对 于 松弛 变量 Xs， 其 系数 矩阵 为 单位 矩阵 五 价格 向 量 为 0， 即 有 

os 一 Cs 一 CsB 1I<0 

得 CsB 0 
即 有 





Y=0 (2=2) 
对 Y 二 CsB“' 两 边 右 乘 b， 得 
Yb=CsB 'b=Z 
为 Y>0， 要 使 Z 有 最 大 值 ， 到 只 能 存在 最 小 值 ， 即 有 
minw=Yb (2—3) 

式 (2-1)、 式 (2-2)、 式 (2-3) 构 成 线性 规划 原 问 题 P 的 对 偶 问 题 D 的 数学 模型 : 

minw—=Yb 
YA=C 
Y=0 














同 理 ， 线 性 规划 原 问 题 P 为 
minZ 一 CX 

AX<b 

X=0 
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其 对 偶 问题 D 为 
maxw—=Yb 
人 
Y<0 
上 述 两 种 对 偶 模 型 称 为 对 称 型 模型 。 另 外 ， 还 有 一 种 原 问题 约束 为 等 式 或 变量 为 无 约 
束 变量 的 对 偶 模 型 称 为 非 对 称 型 模型 ， 线 性 规划 原 问题 P 为 
maxZ=CX 
(人 
X=0 
这 种 非 对 称 型 模型 对 偶 关系 的 处 理 步 又 如 下 。 
(1) 先 将 等 式 约束 条 件 分 解 为 两 个 不 等 式 约束 条 件 ， 则 P 可 表示 为 
maxZ 一 CX 
| 
AX=b 
li 





即 有 
maxZ=CX 
[SS (1) 
AX<—b (2) 
X>0 
Y' 二 (yl ，，…，y%) 是 对 应 约束 条 件 (1) 的 对 侦 变量 。 
Y 二 (YW ， 光 ，…， 各) 是 对 应 约束 条 件 (2) 的 对 偶 变 量 。 
(2) 按 对 称 型 变换 美 系 可 写 出 它 的 对 偶 问 题 ， 有 
minw=Y b+(—Y"b) 
和 
Y', Y'>0 
整理 为 
minw=(Y'—Y)b 
LC )A=C 
Y's Yes0 
令 Y=Y' 一 YY,Y',Y 宇 0， 由 此 可 见 Y 不 受 正 、 负 限制 。 用 Y 代替 后 原 问 题 的 对 偶 问 题 
DD 得 





minw=Yb 
(2° 
Y 无 约束 
2.1.3 原 问 题 与 对 偶 问 题 的 对 应 关系 
必须 指出 ， 当 讨论 对 偶 问题 时 ， 它 必定 是 与 原 问题 成 对 出 现 的 ;同时 ， 原 问题 与 对 偶 
问题 之 间 没 有 严格 的 界线 ， 它 们 互 为 对 偶 : 一 个 是 原 问题 ， 则 另 一 个 就 为 对 偶 问 题 。 表 2 - 1 
给 出 了 线性 规划 原 问题 与 对 偶 问题 的 对 应 关系 .该 表 也 可 以 看 成 是 一 个 线性 规划 原 问 题 转 
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化 为 对 偶 问 题 的 一 般 规 律 。 其 中 ， 对 于 变量 与 约束 间 关 系 的 理解 ， 必 须 考 虑 到 对 偶 模 型 的 
约束 与 原 问题 模型 的 变量 相对 应 ， 变 量 则 是 与 原 问题 模型 的 约束 相对 应 。 如 原 问 题 是 最 小 
化 ， 则 可 将 对 偶 问 题 成 看 是 原 问题 。 


表 2-1 线性 规划 问题 对 偶 关 系 















































原 问题 (或 对 偶 问题 ) 对 偶 问题 (或 原 问题 ) 
目标 函数 最 大 化 (max2) 目标 函数 最 小 化 (minw) 
7 个 变量 nn 个 约束 
mm 个 约束 m 个 变量 
约束 条 件 的 资源 向 量 ( 右 端 项 ) 目标 函数 的 价格 向 量 
目标 函数 的 价格 向 量 (系数 ) 约束 条 件 的 资源 向 量 
过 0 “之 ”形式 
|< |- 形式 
无 约束 “一 ”形式 
“之 ”形式 <0 
| “<” 形 式 | 过 0 
“=" 各 式 无 约束 
关于 变量 与 约束 之 间 的 关系 ， 一 个 简单 的 记忆 方法 是 ， 正常 对 正常 ,反常 对 反常 。 首 
先 ， 正常 情况 下 ,线性 规划 问题 的 所 有 变量 都 应 是 大 于 或 等 于 0 的 ; 其 次 ， 最 大 化 问题 的 


约束 都 应 是 “三 ”形式 的 ， 而 最 小 化 问题 的 约束 都 应 是 “三 ”形式 的 。 所 谓 “ 正 常 对 正 
常 ， 反 常 对 反常 ”就 是 说 ， 只 要 原 问 题 模型 中 的 变量 和 约束 都 符合 这 些 规律 ， 则 对 偶 问题 
模型 中 的 变量 和 约束 也 一 定 符合 这 些 规律 ; 如 果 原 问题 模型 中 的 变量 和 约束 违反 这 些 规 
律 ， 则 对 偶 问题 模型 中 的 变量 和 约束 也 一 定 违反 这 些 规 律 。 
【 例 2. 1】 试 求 下 列 线性 规划 问题 的 对 偶 问 是 
minZ 一 2zi 十 3zz 一 5z3s 十 4 
2 
Is +2xs—xz44 
| Xs 十 ZX3 十 X41 = 二 6 
ZI<0; X;，ZX3 宇 0; x 无 约束 
解 : 设 对 应 于 约束 条 件 人 中 、@@、@ 的 对 偶 变量 分 别 为 yy 、y:、ys， 则 由 表 2-1 中原 
问题 与 对 偶 问 题 的 对 应 关系 ， 可 以 直接 写 出 上 述 线性 规划 问题 的 对 偶 问 题 ， 有 
maxw 一 5yi 十 4yz 十 6ys 
| Yi 2ys 之 2 
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太一 tys=l 
二 0，yY% 生 0， 无 约束 
当然 ， 也 可 依 对 偶 问题 写 出 原 问题 。 


| —3y1 十 2y 十 %m 委 一 5 
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2.2 线性 规划 的 对 偶 理论 


线性 规划 的 对 偶 理论 包括 以 下 几 个 主要 的 基本 定理 。 

定理 2- 1( 对 称 性 定理 ) 对偶 问题 的 对 偶 是 原 问题 。 

这 一 定理 的 内 涵 显而易见 ， 证 明 从 略 。 

定理 2- 2 ( 弱 对 偶 定理 ) 设 和 和 YY 分 别 是 原 问 题 P 和 对 偶 问 题 D 的 可 行 解 ， 则 必 有 
CX<Yb, 

证 : 由 P 和 DD 的 约束 条 件 : AX<b, YA 三 C 及 X 宇 0, Y 宇 0， 不 难得 到 

YAX<Yb, YAX>CX 

则 有 CX<YAX<Yb 

即 CX<Yb 

该 定理 说 明 ， 原 问题 P 的 最 大 目标 函数 值 绝 不 大 于 对 偶 问 题 D 的 最 小 目标 函数 值 。 这 
就 给 出 了 线性 规划 原 问 题 与 对 偶 问 题 之 间 界 的 关系 : 若 原 问题 P 可 行 ， 其 任意 可 行 解 X 
对 应 的 目标 函数 值 CX 就 提供 了 相应 对 偶 问 题 D 的 目标 函数 值 的 一 个 下 界 ; 反之 ， 若 对 偶 
问题 可 行 ， 它 的 任意 可 行 解 Y 对 应 目标 函数 值 Yb 则 提供 了 其 对 应 原 问 题 P 的 目标 函数 值 
的 一 个 上 界 。 

定理 2-3 (对 偶 原 理 ) 原 问题 P 与 对 偶 问 题 DD 存 在 如 下 对 应 关系 。 

(1) P 有 最 优 解 的 充 要 条 件 是 D 有 最 优 解 。 

(2) 车 P 无 界 则 了 DD 不 可 行车 无 界 则 PP 不 可 行 。 

(3) 若 XX" 和 YY' 分 别 是 P 和 卫 的 可 行 解 ， 则 它们 分 别 为 P 和 D 的 最 优 解 的 充 要 条 件 
是 CX'* 一 Y*D。 

证 : 对 应 关系 (1) 

先 证 必要 性 。 由 YA 三 C， 得 

Y(B，N) 三 (Ce，CN) 

即 (YB，YN) 二 (Ce，CN) 

有 了 9 三 Cs， 两 边 右 乘 也 ， 得 








Y 二 CeB 

由 于 对 偶 问 题 D 属 最 小 化 问题 ， 所 以 Y 二 CsB“ 必 为 对 偶 问题 的 最 优 解 ( 这 一 结论 也 称 
为 单纯 形 乘 子 的 对 偶 定理 ) 。 

设 X* 是 P 的 最 优 解 ，B 是 最 优 基 ， 则 由 P 的 最 优 解 条 件 C 一 CsB “A0 和 CsB” 宇 
0, 令 Y 二 CsB ,得 YA 宇 C, Y>>0， 显 然 了 是 D 的 一 个 可 行 解 。 再 根据 弱 对 偶 定 理 ， 有 
CX <Yb， 即 最 小 化 问题 D 必 存 在 一 个 下 界 ， 换言之 ，minYb 必 存 在 最 优 解 。 

充分 性 。 由 对 称 性 定理 即 可 得 到 证 明 。 

证 : 对 应 关系 (2) 
用 反 证 法 。 假 定 了 无 界 但 一 定 有 可 行 解 ， 根据 弱 对 偶 定理 ， 对 于 了 的 一 切 可 行 解 均 有 
CX<Yb， 这 表明 P 有 上 界 , 这 与 P 无 界 的 假设 相 矛 盾 。 同 时 ， 根 据 弱 对 偶 定理 若 P 无 
界 , 则 D 必 无 下 界 ， 因 D 属 最 小 化 问题 ， 故 必 无 可 行 解 。 

证 : 对 应 关系 (3) 
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名 必要 性 。 设 X" 是 P 的 最 优 解 ，B 是 最 优 基 ， 由 弱 对 偶 定 理 知 : 若 Y 一 CeB ' 是 D 
的 可 行 解 ， 就 有 CX 过 Yb ， 由 此 不 等 式 知 若 Yb 存在 最 小 值 ， 其 最 小 值 为 CX ; 又 根据 定 
理 2- 3(1) 相 应 对 偶 问 题 DD 有 最 优 解 Y* ， 即 Yb 必 存 在 最 小 值 minYbp 二 Y* bp， 所 以 CX* =Y* b。 

@ 充分 性 。 设 XX* 和 YY’ 分 别 是 P 和 DD 的 可 行 解 ， 且 满足 CX* 二 Y* b， 于 是 根据 弱 对 
偶 定 理 ， 对 于 P 的 任何 可 行 解 和 XX， 存在 CX<Y* b 二 CX" ， 由 于 了 属 最 大 化 问题 ， 故 CX* 
必 为 最 优 值 ， 即 XX* 为 最 优 解 。 同 理 可 证 , Y* 也 是 DD 的 最 优 解 。 

定理 2- 4( 互 补 松弛 定理 ) ”如 果 关 和 YY 分 别 为 P 和 DD 的 可 行 解 ， 它们 分 别 为 P 和 D 
的 最 优 解 的 充 要 条 件 是 (C 一 YA)X=0 和 Y(b 一 AX) 二 0。 

证 : 

(1) 必要 性 。 对 于 对 称 型 对 偶 问题 ,引入 松弛 变量 Xs 宇 0 和 Ys 宇 0 后 ,，P 和 D 的 约束 
方程 变 为 




















AX+Xs=b, YA—Ys=C 
即 有 Xs=b—AX. Ys=—(C—YA) 

经 变换 得 YXs=Y(b—AX), YsX=—(C~YA)X 

若 X, Y 要 为 最 优 解 ， 由 定理 2- 3 得 CX 二 Yb， 则 有 (YA 一 Ys)X=Y(AX 十 Xs)， 即 
YXs 十 YsX 二 0， 也 就 是 YXs 二 0，YsX 二 0。 所 以 有 (C 一 YA)X=0, Y(b 一 AX) 二 0 

(2) 充分 性 。 设 宇和 YY 分 别 为 P 和 D 的 可 行 解 ， 且 满足 (C 一 YA)X=0 和 Y(b 一 AX) 
0， 即 得 CX 二 YAX 二 Yb。 
由 对 偶 定 理 2- 3(3) 知 , X 和 Y 必 是 P 和 D 的 最 优 解 。 
互补 松弛 定理 也 称 松紧 定理 ; 它 描 述 了 线性 规划 问题 达到 最 优 时 ， 原 问题 (或 对 偶 问题 ) 
的 变量 取 值 和 对 偶 问题 (或 原 问 题 ) 约 束 的 松紧 性 之 间 的 对 应 关系 。 在 一 对 互 为 对 偶 的 线性 规 
划 问 题 中 ， 原 问题 的 变量 和 对 偶 问 题 的 约束 是 一 一 对 应 的 ， 原 问题 的 约束 和 对 偶 问 题 的 变量 
也 是 一 一 对 应 的 。 当 线性 规划 问题 达到 最 优 时 ， 不 仅 可 以 同时 得 到 原 问 题 与 对 偶 问 题 的 最 优 
解 ， 而 且 还 可 以 得 到 变量 与 约束 之 间 的 一 种 对 应 关系 。 互 补 松弛 定理 即 揭示 了 这 一 点 。 

互补 松弛 定理 中 的 条 件 也 可 以 等 价 地 表示 为 

[YXs=0 























lysx =0 
于 是 当 线性 规划 达到 最 优 时 ， 有 下 列 关系 。 
(1) 如 果 原 问题 的 某 一 约束 为 紧 约 束 ( 松 弛 变量 为 零 )， 该 约束 对 应 的 对 偶 变 量 应 大 于 
或 等 于 零 。 
(2) 如 果 原 问题 的 某 一 约束 为 松 约束 (松弛 变量 大 于 零 )， 则 对 应 的 对 偶 变 量 必 为 零 。 
(3) 如 果 原 问题 的 某 一 变量 大 于 零 ， 该 变量 对 应 的 对 偶 约 束 为 紧 约束 。 
(4) 如 果 原 问题 的 某 一 变量 等 于 零 ， 该 变量 对 应 的 对 偶 约 束 可 能 是 紧 约 束 ， 也 可 能 是 














松 约束 。 
定理 2-5 设 原 问 题 P 与 其 对 应 的 对 偶 问题 D 分 别 如 下 
maxZ 一 CX minw—Yb 
AX+TXs=b YA—Ys=C 
关 ,， Xs 二 0 Y, Ys 宕 0 
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则 诛 问题 单纯 形 表 的 检验 数 的 相反 数 对 应 其 对 偶 问题 的 一 个 基 解 。 其 对 应 关系 见 表 2- 2。 
表 2-2， 原 问题 的 检验 数 与 对 偶 问题 的 解 的 对 应 关系 








Xs Xs Xs 
0 全 一 CBN CB 
ys 一 Ys 一 7 











表 中 Ys 是 对 应 原 问 题 中 基 变 量 Xs 的 剩余 变量 , Ys; 是 对 应 原 问 题 中 非 基 变量 Xx 的 剩 
余 变 量 。 
证 : 设 B 是 原 问题 的 一 个 可 行 基 ， 于 是 A 二 (B，N)， 原 问题 可 以 写 为 
maxZ 一 CeXs 十 CNXNv 
人 十 NXv<b 
Xs ，XN 二 0 
则 其 对 应 的 对 偶 问 题 为 
minw=Yb 
YB>Cs 
YNECs 
le 
原 问 题 与 对 偶 问 题 的 标准 形式 分 别 为 
maxZ 一 CeXe 十 CNXN 
人 +XXs 二 b 
Xp, Xv, Xs0 


minZ=Yb 
YB 二 Ya =C, 
| (2-4) 
YN—Ys, =C、 _ 
| (2-5) 
Y>0 


这 里 Ys 一 (Ys ，Ys ) 。 
当 求 得 原 问题 的 一 个 解 Xs 二 Bb 时， 其 相应 的 检验 数 为 Cy 一 CsB 7'N 与 一 CsB”。 
令 Y 二 CsB~!， 将 其 代入 式 (2-4)、 式 (2 -5) 得 
Ysi=0 
—Ys=Cy—CsB 'N 
在 有 些 情况 下 ， 应 用 以 上 关系 可 以 很 方便 地 求解 线性 规划 问题 。 
【 例 2.2】 已 知 线性 规划 问题 




















maxZ 一 Zi 十 zz 
一 站 十 允 十 妆 2 
二 
Ts Kes 0 











试用 对 偶 理论 证 明 该 线性 规划 问题 无 最 优 解 。 
解 : 首先 可 以 看 出 原 问题 存在 可 行 解 ， 如 X 一 (0， 0，0)， 其 对 偶 问 题 为 
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1 十 yz 二 1 
2 一 0 
y1， >0 
由 第 一 个 约束 条 件 可 知 该 对 偶 问题 无 可 行 解 ， 因 而 无 最 优 解 ， 所 以 原 问题 无 最 优 解 ， 
证 毕 。 
【 例 2.3】 已 知 线性 规划 问题 
minZ 一 2zi 十 3zz 十 5zs 十 2z: 十 3zxs 
di 二 二 2x3 十 wy 十 3xs 守 4 























4271—Zzz 二 3z3 十 zu 十 xs 宕 3 
(0. j=1, 2, *…, 5 

又 已 知 其 对 偶 问题 的 最 优 解 为 yi 二 4/5，y2 三 3/5，Z 二 5。 试用 对 偶 理论 解 原 问 题 。 

解 : 其 对 偶 问 题 为 

















maxw 一 4yi 十 3 让 





y+2y 2 OD 
| -WEI © 
2%43y%<5 © 
| wm<2 @ 
3 十 入 3 GO 
y1, >0 





将 yr 、y2 的 值 代 入 约束 条 件 ， 得 @、JQ、 吕 为 严格 不 等 式 ， 其 对 应 的 对 偶 松 好 变量 
y2， ys3， yu 闫 0, 由 互补 松弛 定理 得 x = 村 三 zi? 二 0; 又 因为 yf ，y? 了 关 0， 由 互补 松弛 
定理 得 x 二 xs 二 0， 即 原 问题 约束 条 件 为 严格 等 式 ， 也 就 是 

J Zi 二 3xs 一 4 
(2z， 于 站 二 3 
求解 得 x7 二 1，x; 三 1， 故 原 问题 的 最 优 解 为 
其 “二 0 Oy Os DE 


2.3 对偶 单 纯 形 法 





2.3.1 对 偶 单纯 形 法 的 思路 

对 偶 单 纯 形 法 是 用 对 偶 原 理 求 解 原 问 题解 的 一 种 方法 ， 而 不 是 求解 对 偶 问 题解 的 单纯 
形 法 。 与 对 偶 单 纯 形 法 相对 应 ， 已 有 的 单纯 形 法 称 为 原始 单纯 形 法 。 两 种 求解 原 问题 的 方 
法 的 主要 区 别 在 于 : 原始 单纯 形 法 在 整个 迭代 过 程 中 ， 始 终 保 持原 问题 的 可 行 性 即 Xs 二 
B'b 宇 9， 达到 最 优 解 时 检验 数 C 一 CsB “'A 志 0 为止, 而 C 一 CsB 'A 志 0 也 就 是 C 一 YA 三 
0， 即 YA 宇 C， 所 以 原始 单纯 形 法 实质 就 是 在 保证 原 问 题 可 行 的 条 件 下 向 对 偶 问 题 可 行 的 
方向 迭代 ;而 对 偶 单 纯 形 法 在 整个 迭代 过 程 中 ,始终 保持 对 偶 问 题 的 可 行 性 即 玛 三 C， 也 
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始终 保持 所 有 检验 数 C 一 CeB 4 过 0， 最 后 达 最 优 解 时 Xas 一 B 2 三 0 即 满足 原 问题 的 可 行 
性 为 止 ， 所 以 对 偶 单纯 形 法 实质 就 是 在 保证 对 偶 问 题 可 行 的 条 件 下 向 原 问题 可 行 的 方向 
迁 代 。 

总 之 ， 对 偶 单 纯 形 法 适应 求解 的 线性 规划 问题 是 目标 函数 最 大 化 (或 最 小 化 ) ， 价 格 向 
量 C 委 0( 或 C>0)， 且 属于 初始 可 行 基 中 有 负 单 位 基 、 约 束 条 件 是 “三 ”形式 。 对 此 线性 
规划 问题 可 不 用 人 工 变量 法 ， 而 用 对 偶 单纯 形 法 ， 先 给 约束 条 件 是 “三 ”形式 的 约束 两 边 
乘 ( 一 1) ， 使 约束 条 件 变 为 “和 过” 形式， 然后 加 松弛 变量 即 可 得 初始 可 行 基 B。 此 时 原 问 题 
存在 一 个 基本 解 Mo 三 B 05 过 0， 但 不 是 基本 可 行 解 ; 检验 数 C 一 CoB 一 4 近 0( 或 二 0) 也 就 是 满 
足 Y4 宇 C， 即 对 偶 问 题 存在 可 行 解 ; 再 迭代 保持 检验 数 C 一 CsB“'A 三 0( 或 宇 0), 使 Xs 二 
了 3 2 三 0 即 原 问题 得 到 基本 可 行 解 ， 由 对 偶 定理 2- 3(3) 可 知 ， 原 问题 得 到 最 优 解 。 即 为 
对 偶 单 纯 形 法 的 思路 。 

对 偶 单 纯 形 法 与 原始 单纯 形 法 相 比 有 以 下 两 个 显著 的 优点 。 

(1) 初始 解 是 非 可 行 解 。 当 检验 数 都 非 正 时 ， 可 以 进行 基 的 变换 ， 这 时 不 需要 引进 人 
工 变量 ， 简 化 了 计算 。 

(2) 对 于 变量 个 数 多 于 约束 方程 个 数 的 线性 规划 问题 ， 采 用 对 偶 单纯 形 法 计算 量 少 。 
因此 对 于 变量 较 少 、 约 束 较 多 的 线性 规划 问题 ， 可 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 。 
2.3.2 对 偶 单 纯 形 法 的 计算 步 绢 

对 偶 单 纯 形 法 一 般 解 题 步骤 如 下 。 

(1) 根据 线性 规划 问题 ， 列 出 初始 单纯 形 表 。 检 查 5 列 的 数字 ， 车 都 为 非 负 ， 并 且 检 
验 数 都 为 非 正 ， 则 已 得 到 最 优 解 * 停止 计算 ; 若 检查 / 列 的 数字 时 ， 至 少 还 有 一 个 负 分 
量 , 并 且 检 验 数 都 为 非 正 那么 进行 以 下 计算 。 

(2) 确定 换 出 变量 s 按 min( (Bb); (Bb;<0) 二 (Bb), 对 应 的 基 变 量 x, 为 换 出 
变量 。 

(3) 确定 换 入 变量 。 在 单纯 形 表 中 检查 zx, 所 在 行 的 各 系数 a (Gj 二 1，2，…，n)。 若 所 
有 a 宇 0， 则 无 可 行 解 ， 停止 计算 ; 若 存在 aj 二 0 二 1，2,，…，n), 计算 下 式 
CC— Zk 
a 

按 0 规 则 所 对 应 的 列 的 非 基 变量 x 为 换 和 变量 ,这样 才 能 保持 得 到 的 对 偶 问 题解 仍 为 
可 行 解 。 

(4) 以 ou 为 主 元 素 ， 按 原单 纯 形 法 在 表 中 进行 迭代 运算 ， 得 到 新 的 单纯 形 表 。 

(5) 重复 上 述 (1) 一 (4) 步 又， 直至 获得 最 优 解 。 

【 例 2. 4】 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 问题 : 

minZ 王 2zi 十 3zz 十 4zs 
‖ 训 和 2% 古寺 3 















































0 min [9 as<0| 
J ay 




















2zi 一 zz 十 3zs 之 4 
本 SW Ha 
解 : 先 将 这 个 问题 化 成 标准 型 : 
max( 一 忆 ) 王 一 2zl 一 3zz 一 47s 
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0 
再 建立 这 个 问题 的 初始 单纯 形 表 ， 并 进行 迭代 运算 ， 见 表 2-3、 表 2-4、 表 2-5。 
表 2-3 初始 单纯 形 表 



































全 5 二 和 一 4 0 0 
Cs Xs b x 2 Xs Xs Xs 
0 rs 一 3 一 2 | 1 0 
0 z 一 4 [一 2] 1 一 3 0 1 
一 已 -2 一 3 一 4 0 0 
0 | 一 4/3 




















[9 一 和 一 入 一 4 0 0 

Cs Xp b x x Xs Xs Xs 
0 zi 1 0 [一 5/2] 1/2 1 1/2 
2 tl 2 1 一 1/2 3/2 0 一 1/2 

已 一 也 Q = = 0 = 

0, 8/5 = 2 


一 - 小 LNedl | | 


表 2-5 单纯 形 表 (第 二 次 迭代 ) 





























ci 一 2 一 3 一 4 0 0 
Cs Xs b Xl 加 Xs Xs Xs 
= Xz 2/5 0 Yl 一 1/5 一 2/5 1/5 
一 2 Xl 11/5 1 0 7/5 一 1/5 一 2/5 
站 一 已 0 0 一 9/5 一 8/5 一 1/5 








表 2- 5 中心 列 数字 全 为 非 负 ， 检 验 数 全 为 非 正 ， 故 该 线性 规划 问题 的 最 优 解 为 
"(1/5 2/55 0 Os OF 
若 原 问题 的 两 个 约束 条 件 对 应 的 对 偶 变 量 分 别 为 w 和 y;， 则 原 问题 的 对 偶 问题 的 最 
优 解 为 





Y*=(y?, y;)=(8/5, 1/5) 
2.4 ”对 偶 问 题 的 经 济 解 释 


241 影子 价格 
设 B 是 maxZ 一 {CX|AX<b，X 宇 0) 的 最 优 解 Z* 对 应 的 基 ， 则 有 
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2 一 CeB .0 一 Y 1 








DZ 

ab 
这 就 是 说 ,对 偶 问题 最 优 解 的 经 济 意义 是 在 其 他 条 件 不 变 
的 目标 函数 的 最 优 值 的 变化 。 





=CsB-1=Y" 





引起 











于 











0. 125，ys 二 0。 这 说 明 在 其 他 条 件 不 变 的 情况 下 ， 若 设备 增 力 


情况 下 ， 和 





位 资源 变化 所 


1 例 1. 8 的 最 终 单纯 形 表 ( 见 表 1 - 6) 可 知 ， 其 对 偶 问题 的 最 优 解 为 y? 二 1.5，yi 二 
一 台 时 ， 该 厂 按 最 优 计划 


安排 生产 可 多 获 利润 1. 5 元 ; 原材料 A 增加 1kg， 可 多 获 利润 0. 125 元 ; 原材料 B 增加 


lkg， 对 获 利润 无 影响 。 








yi 的 值 代表 对 第 ; 种 资源 的 估价 值 。 这 种 估价 是 针对 具体 了 
种 特殊 价格 ， 称 它 为 “影子 价格 ”。 影 子 价格 的 经 济 意义 如 下 。 


[三 的 具体 产品 而 存在 的 一 


(1) 在 该 三 现 有 资源 和 现 有 生产 方案 的 条 件 下 ， 设 备 的 每 小 时 租赁 费 为 1.5 元 ，1kg 
原材料 A 的 出 让 费 为 除 成 本 外 再 附加 0. 125 元 ，1kg 原材料 也 可 按 原 成 本 出 让 ， 这 时 该 厂 





的 收入 与 自己 组 织 生 产 时 所 获 利 润 相等 。 


(2) 影子 价格 随 具 体 情况 而 异 ， 在 完全 市 场 经 济 的 条 件 下 ， 当 某 种 资源 的 市 场 价格 低 
于 影子 价格 时 ,企业 应 买 进 该 资源 用 于 扩大 生产 而 当 某 种 资源 的 市 场 价格 高 于 影子 价格 
时 ,企业 的 决策 者 应 把 已 有 的 资源 卖 掉 。 可见 影子 价格 是 企业 根据 市 场 价格 变动 调整 企业 





生产 计划 的 一 个 依据 ， 
影子 价格 有 如 下 特点 。 


(1) 影子 价格 的 大 小 客观 地 反映 了 资源 在 系统 内 的 稀缺 程度 。 根 据 互 久 
件 ， 如 果 某 一 资源 在 系统 内 供 大 于 求 ( 即 有 剩余 )， 其 影子 价格 ( 即 对 偶 解 ) 就 为 零 。 这 一 事 
实 表明 ， 增 加 该 资源 的 供应 不 会 引起 系统 目标 的 任何 变化 。 如 果 某 一 资源 是 稀缺 资源 ( 即 
相应 约束 条 件 的 剩余 变量 为 零 )， 则 其 影子 价格 必然 大 于 零 ( 非 基 变量 的 检验 数 为 非 零 ) 。 





影子 价格 越 高 ， 资 源 在 系统 中 越 稀缺 。 


松弛 定理 的 条 


(2) 影子 价格 是 一 种 边际 价格 ， 它 与 经 济 学 中 所 说 的 边际 成 本 的 概念 类 似 ， 因 而 在 经 





济 管理 中 有 重要 的 应 用 价值 。 





(3) 影子 价格 是 对 系统 资源 的 一 种 最 优 估价 ， 只 有 当 系 统 达 到 最 优 时 才能 赋予 该 资源 


这 种 价值 。 因 此 ， 有 人 也 把 它 称 为 最 优 价格 。 





(4) 影子 价格 的 值 与 系统 状态 有 关 。 系 统 内 部 资源 数量 、 技 术 系 数 和 价格 的 任何 变 


化 ， 都 会 引起 影子 价格 的 变化 ， 所 以 它 又 是 一 种 动态 价格 。 
2.42 边际 贡献 


在 单纯 形 迭 代 过 程 中 ,如果 检验 数 Cv 一 CsB“'N 二 0， 根据 目 标 函 数 的 表达 式 ， 目 标 
函数 值 的 改善 实际 就 取决 于 Xs (迭代 后 将 变 为 基 变 量 ) 可 能 取 值 的 大 小 ， 所 以 目标 函数 Z 





也 可 看 作 非 基 变 量 Xs 的 函数 ， 即 Z 二 A/(X、)， 求 偏 导 后 得 
92/ 9Xy=Cys—CsB N=b, 


该 式 表明 ， 检 验 数 在 数学 上 可 以 解释 为 非 基 变量 的 单位 改变 量 引起 目标 函数 的 改变 量 。 检 


验 数 可 以 表示 为 
bs=c;—CsB !P;=c;—YP; 
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多 对 偶 规 划 与 灵敏 度 分 析 


大 家 已 经 知道 , Y 是 影子 价格 ，P; 是 第 j 种 产品 对 各 种 资源 的 消耗 系数 ( 即 基 中 的 
第 7 个 列 向 量 )， 所 以 YP; 可 解释 为 按 影子 价格 计算 的 产品 成 本 。c; 一 般 都 是 产品 的 边 
际 价值 即 价格 ， 因 此 ， 检 验 数 即 产品 价格 oj 与 影子 成 本 YP; 的 差额 ,在 经 济 上 就 可 以 解 
释 为 产品 对 于 目标 函数 的 边际 贡献 ， 即 增加 该 产品 单位 产量 对 目标 函数 能 够 带 来 的 
贡献 。 

检验 数 与 每 一 个 变量 相对 应 ， 当 线性 规划 达到 最 优 时 ， 检 验 数 总 是 小 于 或 等 于 零 ( 对 
于 极 大 化 问题 )， 这 意味 着 在 最 优 状 态 下 ,每 个 变量 对 于 目标 函数 的 边际 贡献 都 小 于 或 等 
于 零 。 具 体 地 讲 ， 这 分 为 两 种 情况 : 对 基 变 量 而 言 ， 根 据 互 补 松弛 定理 的 条 件 ， 由 于 变量 
X>0， 故 其 对 应 的 检验 数 (C 一 到 ) 必 为 零 ， 所 以 基 变 量 对 于 目标 函数 的 贡献 为 零 ， 这 实际 
也 就 是 等 边际 原理 MVP 王 MIC。 其 中 : MIC 王 成 本 增 量 / 产 出 增 量 ，MVP 王 价值 产品 增 
量 / 产 出 增 量 王 产品 价格 。 按 照 等 边际 原理 ， 只 有 在 MVP 二 MIC 成 立时 ， 产 品 生产 的 规模 
才 是 最 佳 的 (在 这 里 给 定 的 条 件 下 ，MIC 二 0， 因 为 资源 给 定 ， 增 加 产 出 不 涉及 成 本 )。 反 
过 来 ， 对 于 非 基 变 量 而 言 ， 由 于 检验 数 (C 一 YA ) 二 0， 因 此 相应 的 变量 只 能 取 零 值 才能 保 
证 最 优 解 条 件 的 成 立 ， 也 就 是 说 ， 如 果 某 产品 对 目标 函数 的 边际 贡献 小 于 零 ， 最 好 以 不 安 
排 生产 为 宜 。 

由 检验 数 所 代表 的 边际 贡献 与 影子 价格 具有 相 类 似 的 特点 : 它 是 系统 在 达到 最 优 时 对 
变量 价格 的 估量 ; 其 取 值 也 受 系统 状态 的 影响 ; 随 系统 状态 的 变化 而 变化 。 


2.5“ 灵敏度 分 析 


灵敏 度 分 析 是 指 对 系统 或 事物 因 周 围 条 件 的 变化 显示 出 来 的 敏感 性 程度 的 分 析 。 

在 前 面 讲 的 线性 规划 问题 中 ， 通 常 都 是 假定 问题 中 的 a; 、5;、cj 系 数 是 已 知 的 常数 ， 
但 实际 上 这 些 参数 都 只 是 一 些 估计 或 预测 的 数字 。 在 现实 中 ， 如 果 市 场 条 件 变 化 ，c 值 就 
会 发 生变 化 ;如果 工 艺 技术 条 件 改变 ， 则 几 就 会 变化 ; 如 果 资 源 的 可 用 量 发 生变 化 ， 则 5 
也 会 发 生变 化 。 因 此 ， 就 必然 会 提出 这 样 的 问题 ， 当 这 些 参数 中 的 一 个 或 几 个 发 生变 化 
时 ， 原 问题 的 最 优 解 会 有 什么 变化 ; 或 者 说 当 这 些 参数 在 一 个 多 大 的 范围 内 变化 时 ， 原 问 
题 的 最 优 解 性 质 会 保持 不 变 ; 这 就 是 灵敏 度 分 析 所 要 研究 解决 的 问题 。 

当然 ， 如 果 线 性 规划 问题 中 的 一 个 或 几 个 参数 变化 时 ， 完 全 可 以 用 单纯 形 法 从 头 计 
算 ，, 看 最 优 解 有 无 变化 ， 但 这 样 做 既 麻 烦 又 没有 必要 。 因 为 由 单纯 形 法 的 迭代 过 程 可 以 知 
道 ， 线 性 规划 的 求解 是 从 一 组 基 向 量变 换 为 男 一 组 基 向 量 ， 其 中 每 步 迭 代 得 到 的 数字 只 随 
基 向 量 的 不 同 选择 而 有 所 改变 ， 因 此 完全 有 可 能 把 个 别 参数 的 变化 直接 在 原 问 题 获 得 最 优 
解 的 最 终 单纯 形 表 上 反映 出 来 。 这 样 就 不 需要 从 头 计算 ， 而 只 需 对 获得 最 优 解 的 单纯 形 表 
进行 审查 ， 看 这 些 参数 变化 后 是 否 仍 满足 最 优 解 的 条 件 。 如 果 不 满足 的 话 ， 再 从 这 个 表 开 
始 进行 迭代 计算 ， 只 是 要 将 这 些 参 数 变换 成 最 终 单纯 形 表 状态 下 的 数字 。 例 如 , 若 也 ' 表 
示 最 终 单纯 形 表 中 可 行 基 的 逆 甜 阵 ， 忆 ”表示 初始 单纯 形 表 中 zi 的 系数 列 向 量 ，b" 表示 
初始 单纯 形 表 中 资源 向 量 ， 那 么 技术 消耗 参数 和 基 变 量 的 值 在 最 终 单纯 形 表 中 就 分 别 为 
Bp, Bp, 

下 面 就 资源 向 量变 动 、 价 格 向 量变 动 和 技术 系数 变动 的 灵敏 度 分 析 分 别 予 以 介绍 。 
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2.51 资源 向 量 的 灵敏 度 分 析 

资源 向 量 的 灵敏 度 分 析 是 指 当 资 源 向 量 b 变动 且 假 定 规划 问题 的 其 他 系数 都 不 变 时 ， 
原 问题 解 的 变化 情况 。 

设 资源 向 量 中 的 某 一 元 素 5 发 生变 化 ， 且 有 0 二 5, 十 Ab,， 那 么 ， 原 问题 最 终 单纯 形 表 
的 解 变化 为 





Xs—=B (b+Ab) 

这 里 Ab 二 (0，0，…，0，Apb,，0，…。0)T'， 而 最 终 单 纯 形 表 中 的 检验 数 不 变 。 
此 ，Xs 三 0 时 ， 原 问题 的 最 优 解 性 质 不 变 ， 即 原 问 题 最 终 单纯 形 表 仍 为 最 优 单纯 形 表 ; 但 
最 优 解 值 发 生 了 变化 ，Xs 为 新 的 最 优 解 ， 所 以 保证 原 问题 最 优 解 性 质 不 变 的 资源 数量 可 允 
许 变 化 范围 用 以 下 方法 确定 。 
































B'(bp+Ab)=B 'b+B MAb 
B'Ab=B™"'(0, 0, :…, 0, Ab,, 0, 37%.0)T 
=(aywAb,, *, ayAb,, “AD,)T 
=Ab,(ays “, ars /Naa)T 
其 中 , a 是 B77 第 r 列 的 所 有 元 素 , i 二 1,， 2, ,mm 
这 时 在 最 终 单纯 形 表 中 ， 资 源 向 量 的 所 有 元 素 由 原来 的 5 变 为 5; 十 ai Ab, 宇 0，i 王 1， 
2,，…，m。 由 此 可 得 
ar MAb b, ii 一 1，2， ea m 
当 ar 盖 0 时 ，Ab 三 一 六 / 娃 
当 ar<0 时 ，Ap, 委 一 0Wav 
于 是 ， 得 到 保证 原 问题 最 优 解 性 质 不 变 的 资源 数量 允许 变化 范围 为 
max( 一 /ar |ar >0}SAb Smin( 0 /a a <0) 
例如 ， 求 例 1. 1 中 资源 向 量 元 素 b 的 允许 变化 范围 Am 时 ， 可 计算 


0 4 0.25 0 
Ap |= |4 0.5 |Ab: 宇 |0 
0 一 0. 125. 0 


可 得 Ab 的 变化 范围 为 max{ 一 4/0. 25, 一 4/0.5} 寺 Abs 过 min{ 一 2/( 一 0. 125)}。 
即 Ab; 的 变化 范围 为 [一 8，16]， 显然 b 的 允许 变化 范围 为 [8，32] 。 

【 例 2.5】 从 表 1-5 得 知 第 1 章 例 1.1 中, 设备 台 时 的 影子 价格 为 1.5 元 ， 即 该 资源 
的 增加 会 引起 目标 函数 值 的 增加 。 若 该 厂 又 从 别处 抽出 4 台 时 用 于 生产 工 和 下， 求 这 时 该 
厂 生产 产品 工 和 开 的 最 优 方 案 。 

解 : 由 表 1-5 可 知 


B DB 十 





















































0 0. 25 0] [4 0 
B AD 一 | 一 2 0.5 | Oe 加 
0.5 一 0.125 0 Lo 2 








将 此 结果 反映 到 原 问 题 最 终 单纯 形 表 1-5 中,， 见 表 2-6。 
Ei 
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表 2-6 资源 向 量变 化 后 的 单纯 形 表 




















co 3 0 0 0 

Cs Xs b x x Xa Wn Xs 
2 Tl 4 十 0 1 0 0 0.25 0 
0 7 4 一 8 0 0 | 0.5 1 
3 7 2 二 2 0 1 0.5 一 0. 125 0 
cj 一 乙 0 0 一 1.5 一 0.125 0 


























于 表 2-6 中 64 列 有 负数 ， 故 用 对 侦 单 纯 形 法 求 新 的 最 优 解 ， 计 算 结果 见 表 2 -7。 
表 2-7 资源 向 量变 化 后 的 最 终 单纯 形 表 















































oj 法 0 0 0 
Cs Xp b xX x Xs Xs Xs 
2 Xl 4 i 0 0 0. 25 0 
0 x 0 0 I 一 025 0;5 
3 zz 3 0 #1 0 0 0.25 
co —2Z; 0 0 0 一 0.5 一 0.75 


即 该 厂 最 优生 产 方案 应 改 为 生产 工 产品 妆 件 ， 生 产 开 产品 3 件 ， 获 得 的 利润 为 
PoAe4X2 十 3X3 一 17 人 7 

从 表 2-7 可 以 看 出 x; 二 2， 即 设备 有 4 一 2 二 2 台 时 未 被 利用 。 再 看 影子 价格 表示 单 
位 资源 变量 引起 目标 函数 的 变化 值 。 变 化 前 Z* 三 14( 元 )， 变 化 后 Z* =2"* 十 1. 5X2= 
14 十 3 王 17( 元 ) 。 
2.52 价格 向 量 的 灵敏 度 分 析 

价格 向 量 ( 即 目标 函数 系数 ) 的 灵敏 度 分 析 分 为 原 最 终 单纯 形 表 中 cj 与 非 基 变量 和 基 变 
量 对 应 两 种 情况 来 讨论 。 

(1) 若 cj 是 非 基 变 量 x; 的 价值 系数 ， 则 其 对 应 的 最 终 单纯 形 表 中 的 检验 数 为 

ij 一 Cj 一 CoB 一 PP， 


0i 一 6 一 DY ay: 
i=l 
当 cj 变化 Ac;， 要 保证 最 终 单纯 形 表 的 最 优 解 不 变 ， 必 有 
o)=c; 二 Ac;—CsB-!P,<0 

保证 最 终 单纯 形 表 最 优 解 不 变 ， 可 得 cj 的 允许 变化 值 Ac 

Acj<CsB 'P;—o; 
(2) 若 c 是 基 变 量 x, 的 价值 系数 ,应 有 c, ECs， 当 c, 变 化 Ac 时 ， 就 引起 Cs 的 变化 ， 

这 时 
(Cs 十 ACs) BA =CsB ‘A+(0, ……, 0, Ac,, 0, *……, 0)B''A 
=CsB ATAc aas ae ie Gm) 


























即 当 c, 变 化 Ac: 


电 


最 终 单纯 形 表 中 的 检验 数 是 

可 ci—CsB ‘A—Aca;, j=1, 2, ,nn 
若 要 求 原 最 优 解 不 变 ， 必须 满足 a 二 0。 于 是 得 到 

当 aj<0, Ac<o;/as 

aj>0, AcrPoj/ar 

















所 以 ，Ac, 可 变化 的 范围 是 
max{o; /a; |a; >0}<Ac,<min{o, /a la; <0} 
【 例 2.6】 试 以 例 1. 1 的 最 终 单纯 形 表 1 - 5 为 例 ， 设 基 变 量 x 的 价值 系数 c 变化 
Acs， 在 原 最 优 解 不 变 的 条 件 下 ， 确 定 Ac 的 变化 范围 。 
解 : 考虑 Acx， 表 1-5 的 最 终 单纯 形 表 见 表 2 - 8。 
表 2-8 价格 向 量变 化 后 的 单纯 形 表 












































人 2 3 十 Ac: 0 0 0 

Cs Xs b Xl Xa Xs Xa Xs 
2 Tl 1 0 0 0. 25 0 

0 7 4 0 0 4 0.5 1 

3 十 Ac 7 2 0 1 可 有 一 0. 125 0 
一 各 0 0 —3/2—Ac:/2| Ac:/8—1/8 0 


从 表 2-8 可 见 ， 要 保证 原 线性 规划 问题 最 优 解 不 变 必须 满足 
一 3/2 二 Ac/2 和 0 和 Ace7X8 一 1/8 委 0 

由 此 可 得 Ac 的 变化 范围 为 
一 3 委 Ac 泛 1 
即 zx; 的 价值 系数 6 可 以 在 [0，4] 之 间 变 化 ， 而 不 影响 原 最 优 解 。 
2.5.3 技术 系数 发 生变 化 的 灵敏 度 分 析 
下 面 分 两 种 情况 来 讨论 技术 系数 发 生变 化 。 
. 在 最 优生 产 方 案 的 基础 上 分 析 是 否 增加 一 个 新 产品 
【 例 2.7】 以 例 1. 1 为 例 。 设 该 厂 除 了 生产 工 、 开 外 ， 现 有 一 种 新 产品 焉 。 已 知 生产 
品 亚 时 ， 每 件 需 消耗 原材料 A、B 各 为 6kg、3kg， 使 用 设备 2 台 时 ， 每 件 可 获 利 润 5 
。 间 该 三 是否 应 生产 该 产品 ? 若 生产 该 产品 ， 如 何 安排 生产 计划 使 所 获 利润 最 大 ? 

解 : 这 类 问题 一 般 可 分 为 3 个 步骤 进行 分 析 。 

第 一 步 ， 计 算 新 产品 在 原 线性 规划 问题 最 终 单纯 形 表 中 的 检验 数 。 

设 生 产 肝 产品 飞 件 ， 其 技术 系数 向 量 P; 二 (2，6，3)"， 则 在 原 最 终 单纯 形 表 中 的 检 
验 数 a 为 





HIE 








四 一 C 一 CeB 一 PP 
王 5 一 (1.5， 人 125，0X2 6 3)7 
=1.25>0 
说 明 安排 生产 产品 有 是 有 利 的 。 
第 二 步 ， 计 算 产品 焉 在 原 最 终 单纯 形 表 中 的 对 应 zz 的 列 向 量 是 
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0 0.25 0] [2 1.5 
| 0.5 1 中 -| 2 
3 0. 25 


0.5 一 0.125 0 






































则 增加 新 产品 翅 后 的 最 终 单纯 形 表 见 表 2 -9。 
表 2-9 增加 新 产品 后 的 单纯 形 表 
6 2 3 0 0 0 5 
Cs Xs b x 2 加 x Ea 了 
2 zl 4 1 0 0 0.25 0 1.5 
0 Zs 4 0 0 一 2 0.5 1 
3 zs 2 0 1 0.5 | —0.125 0 
6—2 0 0 —1.5 | —0.125 0 1.25 
由 于 最 终 单纯 形 表 中 资源 向 量 4 没 有 变化 ， 即 原 问 题 的 解 是 可 行 解 。 但 检验 数 ao 二 








1. 25 之 0， 说 明 此 时 目标 函数 还 没 达 最 优 解 。 
第 三 步 ， 进 行 迭代 ， 求 出 最 优 解 。 计 算 结 果 见 表 2 一 10。 
表 2- 10 增加 新 产品 后 的 最 终 单 纯 形 表 














ci 2 3 0 0 0 5 
Cs Xs b x 加 2 Xs Ee 
2 zl 1 1 0 jog | 一 0.125 | 一 0.75 0 
5 zs 2 0 0 | 0. 25 0 站 1 
3 x lr5 0 和 O75 | —0 1875 | 一 0.125 0 

0o—2Z 0 0 一 0.25 | 一 0.4375 | 一 0.625 0 




















所 有 检验 数 都 小 于 等 于 零 ， 该 线性 规划 问题 达 最 优 解 ， 最 优 解 为 : xz 一 1， 必 一 2， 必 一 
1.5。 总 的 利润 为 16. 5 元 ， 比 原 计划 增加 了 2. 5 元。 

2. 分 析 产 品 技术 系数 发 生变 化 对 原 线性 规划 问题 最 优生 产 计 划 的 影响 

产品 技术 系数 发 生变 化 有 两 种 情况 : 一 是 产品 设计 的 改进 引起 技术 系数 变动 ， 这 种 情 
况 一 般 会 引起 某 一 列 系数 变动 ， 二 是 工艺 的 改进 引起 技术 系数 变动 ， 这 种 情况 一 般 会 引起 
某 一 行 系数 变动 。 

【 例 2. 8】 分 析 原 计划 生产 产品 的 工艺 结构 发 生变 化 ， 仍 以 例 1. 1 为 例 。 若 原 计划 生 
产 产品 工 的 工艺 结构 有 了 改进 ， 它 的 技术 系数 变 为 Pi 一 (2，5，2)"， 每 件 利润 为 4 元 。 试 
分 析 对 原 线性 规划 问题 最 优 计划 的 影响 。 

解 : 把 改进 工艺 结构 的 产品 工 看 作 产品 工 ， 设 z! 为 其 产量 。 于 是 计算 在 最 终 表 中 对 
应 zi 的 列 向 量 ,并 以 x 代替 zi 。 


0 G25 0 习 L285 
BP!= |—2 0.5 1| |5| =| 0.5 
0.5 —0:125 0 0, 375 


同时 计算 最 终 表 中 对 应 z 的 检验 数 为 
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df 一 cl 一 CeB 一 Pi 一 4 一 (1.5，0.125，0)(2，5，2)7T 一 0. 375 


将 以 上 计算 结果 填 和 人 最 终 表 zi 的 列 向 量 位 置 ， 见 表 2 一 11。 
表 2- 11 技术 系数 变化 后 的 单纯 形 表 




















o 4 3 0 0 0 
Cs Xs b x a x 加 向 
4 zl 1 lL 如 0 0 0. 25 0 
0 A 4 0.5 0 二 0.5 1 
3 z 2 0. 375 1 0.5 0. 125 0 

6 一 名 0.375 0 一 1.5 一 0.125 0 




















由 于 4 列 的 数字 没有 变化 ， 原 问题 的 解 是 可 行 解 。 但 检验 数 行 中 还 有 


目标 函数 值 还 可 以 改善 。 


将 如 作 为 换 入 变量 ,zz 作为 换 出 变量 ,进行 闪 代 ， 求 出 最 优 解 。 


表 2-12 技术 系数 变化 后 的 最 终 单纯 形 表 





正 检验 数 ， 说 明 


计算 结果 见 表 2- 12。 


























[9 4 3 0 0 0 
Cs Xp b Xl x Xa Xs Xs 
4 zx! 3.2 1 0 0 0.2 0 
0 Zs 2.4 0 0 2 0.4 1 
3 Xe 0.8 0 1 0.5 = 0 
oC—Z 0 6 一 1.5 一 0.2 0 

表 2-12 表明 原 问 题 和 对 偶 问 题 的 解 都 是 可 行 解 ， 所 以 表 中 的 结果 已 是 最 优 解 。 即 应 








当 生产 工 产品 3. 2 单位 ， 生 产 开 产品 0. 8 单位 ; ns 15.2 元 。 
注意 : 若 碰 到 原 问 题 和 对 偶 问 题 均 为 非 可 行 解 ， 就 需要 引进 人 工 变量 后 重新 求解 。 
除 以 上 介绍 的 几 项 分 析 外 ， 还 可 以 作 增 减 约束 条 ee 留 给 读者 自己 考虑 。 


2.6 应 用 案例 


发 电机 组 燃料 优化 管理 模型 ? 


在 当前 电 煤 供应 不 足 的 情况 下 ,难以 购买 到 完全 符合 锅炉 燃烧 特性 的 ) 


化 会 改变 电厂 发 电 成 本 的 变化 ， 而 其 中 大 部 分 为 燃料 成 本 的 变化 。 








问题 ， 选 择 哪 种 煤炭 ， 其 比例 多 少 ， 才 能 最 大 限度 地 降低 发 电 成 本 ， 
每 台 发 电机 组 都 有 它 当 初 的 设计 煤 种 ， 它 对 燃料 的 硫 份 、 水 份 、 灰 份 、 热 值 、 

















嵌 种 ， 煤 质 的 变 


发 电厂 面临 煤 种 的 选择 








提高 经 济 效益 ? 


挥发 份 


和 可 磨 系数 都 有 一 定 的 要 求 。 在 传统 的 锅炉 燃烧 中 ， 经 常用 的 是 单 煤 燃烧 ， 这 在 计划 经 济 


时 代 不 存在 大 的 问题 但 随 着 改革 的 深入 ， 煤 炭 价格 的 市 场 化 ， 











电 煤 价格 持续 上 升 ， 





电 煤 


成 为 稀缺 资源 ， 劣 质 煤 炭 充 斥 市 场 ， 要 购买 到 完全 符合 锅炉 磷 谋 条 件 的 煤 种 已 变 得 十 分 困 
难 。 利 用 多 种 煤 混 合 出 满足 锅炉 燃烧 需要 的 煤 种 ， 是 一 种 非常 有 效 的 方法 。 
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以 配 煤 最 低 成 本 为 目标 函数 ， 以 单 煤 的 成 本 ， 煤 质 参数 和 锅炉 的 燃烧 品质 参数 的 临界 
值 为 约束 条 件 ， 构 造 该 问题 的 线性 规划 模型 。 
某 电 厂 200MW 机 组 燃 煤 煤 质 要 求 见 表 2- 13。 
表 2-13 某 电厂 200MW 机 组 燃 煤 煤 质 要 求 























机 组 热 值 水 份 挥发 份 灰 份 
200MW 一 20423J/kg <7.17% >20% <42% 





该 电厂 可 用 的 各 种 煤 调 研 资 料 见 表 2 一 14。 
表 2-14 某 电 厂 200MW 机 组 优化 配 煤 、 选 煤 计算 表 





























煤 (071) 煤 (158) 煤 (180) 煤 (295) 煤 (309) 指标 要 求 
热 值 16749 25648 22422 25340 22843 =20423 
水 份 BE 7.9 6.8 6.-8 7 二 全 这 
挥发 份 35.47 32.42 33. 81 17°91 30. 16 >20 
灰 份 14. 85 13. 32 27. 87 20. 96 25. 92 <42.6 
价格 100. 11 153. 69 125, 57 142. 65 134. 92 
运费 100. 75 39. 21 66:06 45.5 83.45 
总 费用 213. 87 212. 88 207. 95 206. 69 235. 91 费用 最 少 




















确定 该 电厂 最 佳 的 选用 煤 方案 ; 当 煤 的 种 类 或 价格 发 生变 化 时 ， 进 行 灵敏 度 分 析 。 
学 )》 精品 课 工 程 案例 。 





习 题 




















1. 简 述 线性 规划 的 对 偶 问题 与 原 问题 数学 模型 的 对 应 关系 。 
2. 写 出 对 偶 单纯 形 法 的 计算 步 又， 对 比 说 明 对 偶 单纯 形 法 与 单纯 形 法 的 区 别 。 
3. 线性 规划 对 偶 问 题 最 优 解 的 经 济 意义 是 什么 ? 
4. 写 出 下 列 线性 规划 问题 的 对 偶 问 题 。 
(1) minZ=2x1 二 2x2 二 4x3 (2) maxZ 王 2zi 一 4zz 十 3zs 
2zi 十 3zz 十 5zxs 之 2 鸭 一 3zz 十 2 二 12 
3zi 十 z 十 7zs 之 3 | 2zz 十 zs 过 10 
zl 十 4xz 十 6z3 之 5 = 2xs=15 
Wis Xr 0 Xl 之 0，X: 声 0，Zx; 无 约束 


5. 已 知 线性 规划 问题 。 

maxZ 王 2x1 十 Ty 十 5x; 十 6x， 对 偶 变 量 
2x1 2 十 Zi<8 多 
十 225 十 三 十 2 yz 
厂 0，J 一 1，…，4 









































其 对 偶 问题 的 最 优 解 为 yi 二 4，> 二 1， 试 应 用 对 偶 问题 的 性 质 ， 求 原 问 题 的 最 优 和解 。 
6. 试用 对 偶 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 问题 。 
(1) minZ 一 zi 十 7 (2) minZ 王 3zl 十 2zz 十 zs 十 4z4 






































2x1 十 4zz 十 5zs 十 zi0 
e+ i | 2 
zi 二 7xs 之 7 人 
| 5x1+2zz 二 zs 十 6zx1 之 15 
Xi， Xz 宕 0 
zi>0, i=1, *…, 4 





7. 某 一 极 大 化 线性 规划 问题 的 最 优 单纯 形 表 见 表 2- 15。 
表 2-15 最 优 单 纯 形 表 


























Xl xX Xa Xs 
= 一 10/3 0 0 =]/3 一 1/3 
和 8/9 1 0 5/9 —1/9 
XxX 11/9 0 1 二 从 2/9 





试 分 析 : 

(1) 目标 函数 的 价值 系数 分 别 由 过 去 的 (1,， -22 变 为 (3，5) 后 发 生 的 变化 。 

(2) 资源 约束 分 别 由 过 去 的 (3，7)T 变 为 68、11)7 发 生 的 变化 。 

(3) 某 新 产品 的 单价 为 1， 消耗 系数 为 已 =(1，3)7， 是 否 该 生产 该 产品 。 

(4) 产品 工 的 消耗 系数 由 原来 的 已 三 (2，1)7 变 为 (1，2)7， 产 品 结构 发 生 何 变化 。 
8. 某 企业 生产 甲乙 两 种 产品 ;需要 A、B 两 种 原料 ”生产 消耗 等 有 关 参 数 见 表 2- 16， 


表 2-16 产品 消耗 、 成 本 信息 











甲 Z 可 用 量 /kg 原材料 成 本 /kg 
原材料 A 有 4 160 1 
原材料 B 2 180 2 
单价 /元 13 16 











试 解答 下 列 问题 : 

(1) 构造 一 个 利润 最 大 化 模型 ， 并 求 出 最 优 方案 。 

(2) 原料 A，B 的 影子 价格 各 是 多 少 ? 哪 一 种 更 珍贵 ? 

(3) 假定 市 场 上 有 A 原料 出 售 ， 企 业 是 否 应 该 购 入 以 扩大 生产 ? 在 保持 原 方案 不 变 的 
前 提 下 ， 最 多 应 购 入 多 少 ? 可 增加 多 少 利润 ? 

(4) 如 果 乙 产品 价格 可 达到 20 元 / 件 ， 方 案 会 发 生 什么 变化 ? 

(5) 现 有 新 产品 两 可 投入 开发 . 已 知 对 两 种 原料 的 消耗 系数 分 别 为 3 和 4， 问 该 产品 
的 价格 至 少 应 为 多 少 才 值 得 生产 ? 




















关键 词 及 其 英文 对 照 
对 偶 问 题 dual problem 对 偶 单 纯 形 法 “dual simplex method 
灵敏 度 分 析 sensitivity analysis 影子 价格 shadow price 
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第 6 章 EN 


网 络 分 析 (图 论 ) 是 应 用 十 分 广泛 的 运筹 学 分 支 。 同 其 他 分 支 相 比 ， 它 具有 对 实际 问题 
描述 更 直观 、 将 复杂 问题 分 解 或 转化 成 为 更 有 效 的 方法 进行 求解 等 特点 。 其 理论 和 方法 广 
泛 应 用 在 物理 、 化 学 、 控 制 论 、 人 信息论、 管理 科学、 电子 计算 机 等 各 个 领域 。 本 章 网 络 分 
析 将 介绍 最 短路 问题 、 最 大 流 问 题 、 最 小 费用 最 大 流 问 题 ， 读 者 通过 学 习 有 关 图 与 网 络 的 
基本 概念 ， 应 了 解 几 种 标准 的 网 络 模型 。 


6.1 图 与 网 络 的 基本 概念 


6.1.1 图 与 网 络 

关于 图 的 第 一 篇 论文 是 瑞士 数学 家 欧 拉 在 1736 年 发 表 的 ， 他 由 于 解决 了 “ 哥 尼 斯 堡 
上 桥 难 题 ” 而 被 公认 为 图 论 的 创始 人 。 普 瑞 格 尔 (Pergel) 河 从 古城 哥 尼斯 堡 市 中 心 流 过 ， 
在 河 两 岸 与 河 心 两 个 小 岛 之 间架 设 有 7 座 桥 ; 如 图 6. 1(a) 所 示 ， 问 题 是 一 个 旅人 能 否 通 过 
每 座 桥 一 次 且 仅 一 次 ” 欧 拉 将 这 个 问题 归结 为 如 图 6.1(b) 所 示 的 问题 ,他 从 A,，B, C， 
DD 任 一 点 出 发 ， 能 否 通 过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 再 回 到 原点 。 欧 拉 证 明了 这 样 的 走 法 是 不 存 
在 的 ， 并 给 出 了 这 类 问题 的 一 般 结论 。 











(a) (b) 


图 6.1 七 桥 问 题 


在 人 类 社会 的 活动 中 ， 大 量 的 事物 及 事物 间 的 关系 都 可 以 用 图 论 来 描述 和 解决 。 例 
如 ， 我 国 各 省 会 城市 间 的 航空 交通 图 ， 反 映 了 各 城市 间 的 航班 分 布 ， 在 图 论 中 通常 用 点 表 
示 城 市 ， 点 与 点 之 间 的 连 线 表 示 城 市 之 间 的 航线 。 又 如 ， 某 饮食 店 在 城市 中 开设 了 6 家 连 
锁 店 ， 分 布 在 城市 的 不 同 地 点 ,配送 中 心 负责 送 货 ， 如 图 6. 2 所 示 ， 其 中 用 点 表示 连锁 
店 ， 用 一 条 连接 点 与 点 的 无 向 线段 表示 店 与 店 之 间 的 连接 路 线 ， 并 给 出 它们 的 相对 位 置 
( 千 米 )， 现 需要 给 出 一 条 最 短 的 送 货 路 线 。 再 如 ,在 球 类 比赛 中 ， 可 以 用 点 代表 参赛 的 运 
动 队 。 如 果 某 两 个 队 比赛 过 一 次 ， 就 在 这 两 个 队 之 间 连 一 条 线 ， 并 且 可 以 用 箭头 表示 胜 
负 ， 如 图 6. 3 所 示 。 从 该 图 可 以 看 出 ， 任 一 球 队 已 赛 过 的 次 数 及 各 队 比 赛 的 胜 负 情况 。 如 
甲 队 参赛 三 场 ， 战 绩 是 三 战 三 胜 ; 乙 队 参赛 三 场 ， 战 绩 是 一 胜 二 负 。 










































































丙 T 
图 6.2 连锁 店 分 布 图 6.3 5 个 球 队 的 赛事 结果 


一 般 来 说 ， 图 论 中 的 图 是 由 点 及 点 与 点 之 间 的 连 线 组 成 的 示意 图 ， 通 常用 点 代表 所 研 
究 的 对 象 ， 用 线 代表 两 个 对 象 之 间 的 特定 关系 。 至 于 图 中 点 的 相对 位 置 如 何 ， 点 与 点 之 间 
连 线 的 长 短 曲直 ， 对 于 反映 对 象 之 间 的 关系 ， 并 不 重要 。 

图 论 中 涉及 了 许多 基本 概念 和 表示 方法 ， 下 面 做 一 些 介绍 。 

1. 无 向 图 和 有 向 图 

如 果 图 中 点 与 点 间 的 连 线 是 没有 方向 性 的 ， 则 这 种 连 线 称 为 边 或 无 向 边 。 由 点 和 边 构 
成 的 图 称 为 无 向 图 ， 记 为 G==(V，E)。 其 中 V 是 无 向 图 G 的 点 集合 , 下 是 无 向 图 G 的 边 
集合 。V 中 的 元 素 v; 称 为 项 点 ,EE 中 的 元 素 e; 称 为 边 。 连 接 V 中 的 两 点 v 和 wv; 的 边 记 为 
Ews vj] 或 Eyys yi。 图 6. 1 就 是 一 个 无 向 图 。 

如 果 图 中 点 与 点 之 间 的 连 线 是 有 方向 性 的 (用 箭头 表示 )， 则 这 种 连 线 称 为 弧 或 有 向 边 ， 
可 记 为 a 或 ,vy)。G,v) 中 是 弧 的 始点 ,v 是 弧 的 终点 ， 即 弧 是 由 v 指向 六 的 。 由 点 
和 弧 构 成 的 图 称 为 有 向 图 ， 记 为 D 三 (v, A)。 其 中 ;VV 是 有 向 图 DD 的 点 集合 ，A 是 有 向 图 D 
的 弧 集合 。 图 6. 2 就 是 一 个 有 向 图 。 有 些 书 上 也 称 有 向 边 为 单 向 边 ， 无 向 边 为 双向 边 。 

2， 端 点 、 关 联 边 和 相 部 

如 果 边 e 二 Gy, 站)， 则 称 v 和 vw; 是 e 的 两 个 端点 ， 称 是 六 和 v; 的 关联 边 ; 若 v 和 
vj 被 同一 关联 边 相 连 ， 则 称 点 v; 和 wv 相 邻 ; 若 边 “ 和 e; 有 共同 的 端点 ， 则 称 边 “ 和 
e; 相 邻 。 
3. 环 、 多 重 边 、 简 单 图 和 多 重 图 
如 果 一 条 边 。 的 两 个 端点 相 重 琶 ， 则 称 该 边 为 环 ， 如 图 6.4 所 示 的 es; 如 果 两 点 之 间 
有 多 于 一 条 的 关联 边 ， 则 称 该 两 点 具有 多 重 边 ， 如 图 6. 4 中 的 e 和 es。 
含有 多 重 边 的 图 称 为 多 重 图 ， 不 含 环 和 多 重 边 的 图 称 为 简单 图 ， 如 图 6. 5(a) 是 多 重 
图 ,图 6. 5(b) 是 简单 图 。 对 于 有 向 图 ， 多重 弧 是 指 始点 和 终点 相同 的 弧 ， 即 两 点 之 间 多 
条 弧 的 方向 是 一 致 的 。 










































































(a) 多 重 (b) 简单 
图 6.4 环 和 多 重 边 示意 图 图 6.5 简单 图 和 多 重 图 
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4. 次 、 奇 点 、 偶 点 和 孤立 点 

与 某 个 端点 关联 的 边 的 个 数 ， 叫 做 点 "的 次 (也 叫做 度 )， 用 deg (vy) 表示 ， 简 记 为 4 

。 如 在 图 6.4 中 ,dQv) 二 4， 这 是 因为 环 es 要 计算 两 次 。 

ee 点 称 为 奇 点 ， 次 为 偶数 的 点 称 为 偶 点 。 次 为 1 的 点 称 为 悬挂 点 ， 如 
图 6.4 中 的 vs。 悬挂 点 的 关联 边 称 为 惹 挂 边 ， 如 图 6.4 中 的 e 。 次 为 0 的 点 称 为 孤立 
点 ， 如 图 6.4 中 的 v。 

定理 6-1 任何 图 中 ,顶点 的 次 数 总 和 必 等 于 边 数 的 2 信 。 

定理 6-2 任何 图 中 ， 如 果 有 奇 点 ， 那么 奇 点 总 和 必 为 偶数 。 
由 于 每 条 边 必 与 两 个 点 相关 联 ， 因 此 在 计算 点 的 次 数 时 ， 每 条 边 均 被 计算 了 两 次 ， 
此 顶点 次 数 的 总 和 必 等 于 边 数 的 2 信 。 同 样 在 任 一 图 中 ,假设 Vi 、V; 分 别 为 图 G 中 奇 点 
与 偶 点 的 集合 ， 即 Vi UVW: =V 且 Vi 隆 名 ， 于 是 由 定理 6-1 可 知 , 必 有 

SA DA 2 因为 式 中 2m 是 偶数 ， 和 A093 起 是 个 数 ， 所 以 > dv) 也 


YE 

必 为 偶数 . 

5. 路 、 连 通 图 和 图 

在 图 G 中 ,存在 一 个 以 点 羔 开 始 、 以 点 内 结束 的 点 边 交替 出 现 的 序列 ， 则 称 点 到 
ww 的 一 条 链 ， 如 图 6. 4(w ，e， 访 ，eiy we 由 ，ei， 太 ) 所 示 ， 链 中 允许 有 重复 的 点 和 
边 。 如 果 链 中 存在 边 不 重复 的 点 和 边 ， 和 让 全 全 从 轴 到 的 的 一 条 路 ， 如 图 6.4(wm， 
@z， ys， 6@3，W4， el1，y3) 所 示 。 如 果 二 条 路 的 起 点 与 终点 重合 ， 则 称 这 条 路 为 圈 或 回路 ， 
4 所 示 ,，(v1， ez, vs， ejy 人 总 是 一 个 回路 》 

若 在 路 中 ， 所 含 的 点 互 不 相同 ， 则 称 这 条 路 为 初等 路 ， 如 图 6.4 中 (yes， v5， ei， 

2) 即 初等 路 。 

若 在 路 中 ， 所 含 的 边 互 不 相同 ， 则 为 简单 路 。 如 图 6.4 所 示 ，(v3,，@1, wy, eo， uh， 
e;，w) 是 简单 路 。 既 是 简单 路 又 是 回路 的 路 称 为 简单 回路 。 

图 G 中 ,， 若 任何 两 个 不 同 的 点 之 间 ， 至 少 存在 一 条 路 ， 则 称 图 G 为 连通 图 。 图 6.4 
中 ， 去 掉 这 就 是 连通 图 ; 和 否则， 为 非 连通 图 。 

6. 子 图 、 支 撑 图 和 导出 子 图 

若 图 Gl==(Vi， EE) 和 图 Gs 二 (V;，E:),， 有 ViSV:， 且 ECE,， 则 称 Gi 是 Gz 的 一 
个 子 图 。 车 有 Vi 二 V; 和 ESE,， 则 称 G 是 G; 的 支撑 图 。 显然 支撑 图 也 是 子 图 ， 但 子 图 
不 一 定 是 支撑 图 。 

若 图 G 一 (V, E) 中 去 掉 点 vi 及 vi 的 关联 边 后 得 到 的 一 个 图 G'， 称 图 G 为 图 G 的 导出 
子 图 。 

图 6.6(b) 和 图 6. 6(c) 都 是 图 6.6(a) 的 子 图 ， 其 中 图 6. 6(b) 是 图 6.6(a) 的 支撑 图 ， 
加 6. 6(c) 是 图 6. 6(a) 的 导出 子 图 。 

7. 权 、 赋 权 图 和 网 络 

边 或 弧 的 有 关 数 量 指标 称 为 权 ， 如 距离 、 费 用 、 流 量 等 。 图 G 中 点 、 边 以 及 边 或 扳 上 
I 权 的 总 体 称 为 赋 权 图 。 网 络 是 指定 了 起 点 、 终 点 和 中 间 点 的 连通 的 赋 权 图 ， 它 包括 有 向 
网 络 、 无 向 网 络 和 混合 网 络 , 例如: 图 6. 2 为 无 向 网 络 ， 图 6. 3 为 有 向 网 络 。 
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(a) 子 图 





(b) 支撑 图 


(0) 导出 子 图 


图 6.6 子 图 、 支 撑 图 和 导出 子 图 


8. 权 纸 阵 


如 果 简 单 图 G 二 (V，E) 的 每 条 边 都 有 权 w; ， 构 造 |V| X |V| 阶 矩阵 A 二 [ay]， 其 中 


ai | 


wy 


称 A 为 网 络 的 权 和 矩阵 。 如 图 6. 2 的 权 和 矩阵 为 


9. 关联 矩阵 


若 对 简单 无 向 图 G=(V，E) 构 造 |V| X |E| 阶 矩阵 B==[5; ]， 其 中 
几 1 
10 wv 和 ej 不 关联 














wi rl 


1 
0 
0 
v10 
0 
0 


车 对 简单 有 向 图 G 二 (D，A) 构 造 |V| X |4| 阶 矩 


二 








el3 el €15 625 


SO ooP~“0O 


0 


一 


称 B 为 图 G 的 关联 窍 阵 。 如 图 


el2 


My 由 wm 


0 


局 口 心 丽人 /oo 


8 


© no oo 








(vy, vy)EE 

i=j (6-1) 
(ri 

bs)_ye” v7 

3 4- 4 0 0 

0 0 5 0 0 

0 2 0 6 0 

2 0 3Cr0X8 

0 3 WW 1 

GO>0 0 2 

6 3 1 2 0 
v; 和 e; 并 联 人 


6. 2 的 关联 算 阵 为 


1 


SS SS 


1 


口上 口 口 口 


0 


人 区 局 名 


5 E34 €36 €45 €47 €57 €67 


0 


Oo~~"o 


0 


0 


OP~“ OOoP~0O 


0 


0 
0 
1 
1 
0 
0 

阵 


~ O00Oo~oopLc 


也 一 LO， 其 中 


| 1 vy 和 aj 关 联 ， 以 点 vi 结尾 
三 二 一 1 ww 和 as 关 联 ， 以 点 ww 开始 (6-3) 
| 0 vw 和 aj 不 关联 


10. 邻接 矩阵 
车 对 简单 图 G 二 (V,， EE) 构造 |V| X |V| 阶 矩阵 C= 二 (cj)， 其 中 
(vi, vy)EE 
Ln ls (6—4) 
yu 和 vj 不 相 邻 
称 C 为 图 G 的 相 邻 矩阵 。 如 图 6. 2 的 相 邻 矩阵 为 


Vi V2 Ys V4 V5 Ye v7 





页 他 了 JJ 
ll100010 0 
wl 0 0 1018 
C=u|l 0 10 1AYU 
wll 1 0 1/0M™]1 
wl0 0 1,0NT0 1 
wl0 9 外 YY11 0 


6 1.2 树 、 支 撑 权 和 最 村 
树 图 是 一 种 重要 的 简单 图 ,二 个 没有 回路 的 连通 图 称 为 树 ， 它 是 连通 且 不 含 圈 的 无 向 
图 。 树 中 次 大 于 1 的 点 称 为 分 支点 ， 次 为 1 的 点 称 为 树 梢 ， 如 图 6. 7 所 示 的 都 是 树 。 


FE IO Nr 


图 6.7 树 图 示例 


图 T=(V,，E), 其 中 点 有 pp 个 、 边 有 gq 条 . 即 |V|= 二 p，|E|= 二 gqg， 则 树 的 性 质 有 以 下 
6 种 等 价 的 描述 。 

(1) 工 是 一 个 树 ， 其 必 为 无 圈 的 连通 图 。 

(2) 全 无 圈 ， 且 p= 二 gq 一 1。 

(3) 工 连 通 ， 且 p= 二 gq 一 1。 

(4) 工 无 圈 ， 但 任意 两 点 增加 一 条 边 ， 可 得 到 一 个 且 仅 一 个 圈 。 

(5) 下 连通 ， 但 舍 去 任 一 条 边 ， 图 就 不 连通 。 

(6) 工 中 任意 两 点 之 间 有 一 条 上 且 仅 有 一 条 路 相连 。 

这 些 性 质 结合 具体 的 树 图 很 容易 理解 ， 故 证 明 从 略 。 

设 图 T=(V，E) 是 图 G==(V，E) 的 支撑 图 ， 如 果 荆 是 一 个 树 , 树 工 称 为 图 G 的 支 
撑 树 ， 如 图 6. 6(b) 就 是 图 6. 6(a) 的 支撑 树 。 
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对 没有 赋 权 的 图 来 说 ， 要 形成 支撑 树 ， 只 要 在 诛 图 中 设法 消除 圈 ， 使 形成 的 树 与 诛 图 
具有 相同 的 点 数 即 可 ， 因 此 一 个 图 的 支撑 树 并 不 唯一 。 在 存在 支撑 树 的 赋 权 图 中 ， 必 然 存 
在 着 权 最 小 的 支撑 树 。 求 权 最 小 的 支撑 树 的 问题 称 为 最 小 树 问 题 。 

对 于 给 定 网 络 G 二 (V，E, W), 设 T=(V,， 已 ) 为 G 的 一 个 支撑 树 ， 令 W(T) = 
>We), 则 称 W(T) 为 的 权 ， 图 G 中 权 最 小 的 支撑 树 就 称 为 G 的 最 小 树 。 


最 小 树 在 交通 网 、 电 力 网 、 电 话 网 和 管道 网 等 设计 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 如 设计 长 度 最 
小 的 公路 网 ， 把 若干 个 城市 联系 起 来 ; 设计 线路 最 短 的 电话 线 网 ， 把 有 关 的 单位 联系 起 来 
等 。 寻 找 最 小 树 的 方法 主要 有 两 种 ， 避 图 法 和 破 圈 法 。 

1. 避 圈 法 

避 圈 法 ( 添 边 法 ) 的 基本 步骤 如 下 。 

(1) 先 将 图 中 各 边 按 权 的 大 小 顺序 由 小 到 大 进行 排序 。 

(2) 取 原 图 的 全 部 顶点 。 

(3) 按照 排 定 的 顺序 逐步 选取 边 ， 并 使 得 后 续 边 与 已 选 边 不 构成 圈 ， 同 时 使 所 取 边 为 
未 选 边 中 的 最 小 权 边 ， 直 到 选 够 gq 二 =p 一 1 条 边 为 止 。 

在 寻找 最 小 树 的 过 程 中 ， 每 次 所 取得 的 边 都 是 剩余 边 中 最 小 的 ， 由 于 图 G 中 的 总 权 一 
定 ， 因 此 最 终 找 到 的 树 一 定 是 所 有 支撑 树 中 的 最 小 树 。 

以 图 6. 2 为 例 。 设 已 知 各 道路 长 度 如 图 6;8(a) 所 示 ， 各 边 上 的 数字 表示 距离 ， 问 如 何 
设计 线路 才能 用 电缆 线 最 短 ? 这 就 是 二 个 如 何 形 成 最 小 树 的 问题 。 





























(©) 添加 最 小 边 的 子 图 (d) 形成 最 小 树 
图 6.8 避 轿 法 形成 最 小 树 


用 避 圈 法 求解 ， 先 将 图 6. 8(a) 中 的 边 按 权 的 大 小 顺序 由 小 到 大 排列 ， 得 到 





(ww, ww)=1, (%, 4)=2, (%, w)=2, (1, 4)=3, (hy v5)=3, (yu, v)=3, 
(vi, vs)=4, (yy, ww)=4, (ww, ww)=5, (ys, vy)=6, (uy, ww)=8; 
然后 对 照 原 图 ， 取 出 所 有 的 点 ,按照 边 的 排列 顺序 取 树 枝 边 。 依 次 取 定 esr = (vs， 
1), ea—=(y3, U4), eo=(ye, yr), eu=(, yy), e615 二 (44， ws)， 由 于 边 @11 二 (vy ，vy)、 
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eC15 王 (4 ，vs)、ets 王 (ww，vs) 与 图 6.8(c) 构 成 圈 ， 故 舍 去 ， 选 下 一 条 边 es 一 (vs， vs)， 这 
时 , 已 有 6 条 边 将 所 有 的 7 个 点 连接 起 来 ， 故 得 到 了 最 小 树 ， 如 图 6. 8(d) 所 示 。 其 权 和 为 
W(T)=>W(e)=16,。 




















2. 破 圈 法 
破 圈 法 与 避 圈 法 的 思路 相反 ， 其 基本 步骤 是 : 先 从 图 中 任 选 一 圈 ， 去 掉 权 最 大 的 边 ， 
再 找 一 个 圈 ， 去 掉 权 最 大 的 边 …… ， 直 到 形成 连通 但 无 圈 的 树 图 为 止 。 


























在 图 6. 9(a) 中 找 出 一 个 圈 {y, ，v。，v;}， 去 掉 圈 中 一 条 最 大 的 边 (v, ，v) 三 8， 再 找 第 
二 个 圈 {yv,，v,，vs)， 去 掉 圈 中 一 条 最 大 的 边 (，yv;),，…， 在 圈 {v,，v;，v) 中 一 条 最 
大 的 边 有 两 条 ， 即 (yyv;) 二 3，(ww，v;) 二 3， 可 以 任意 去 掉 其 中 的 一 条 ， 其 最 小 树 均 
为 16。 























(b) 破 第 一 、 第 二 个 圈 的 子 图 





(0) 破 第 三 、 第 四 个 圈 的 子 图 (d) 形成 最 小 树 


图 6.9 用 破 圈 法 寻找 最 小 树 


6.2 最 短路 问题 


6.2.1 最 短路 问题 的 一 般 提 法 

【 例 6. 1】 已 知 如 图 6. 10 所 示 的 交通 网 络 图 ， 每 条 边 上 的 数字 表示 通过 这 条 路 所 需 的 
千 米 数 ， 某 工厂 设 在 vi 处 , 需要 将 货物 送 到 销售 部 vs 处 。 从 图 中 可 知 ， 箭头 表示 单行 道 ， 
从 ul 到 ve 有 多 条 线路 ,实际 中 为 减少 成 本 ， 需 
要 求 使 交通 里 程 最 短 的 运 货 路 线 。 

称 求 最 短路 线 的 问题 为 最 短路 问题 。 图 论 
中 最 短路 问题 的 一 般 提 法 是 : 给 定 一 个 赋 权 图 
G= 二 (V, E),， 图 中 V== 们 ,v1 y)， 
对 每 一 条 边 e 有 权 wi; (v; 到 v 无 关联 边 时 记 为 
oo0), vw 和 vw 为 图 中 两 点 ， 求 一 条 路 已 ， 使 得 其 图 6.10 交通 网 络 图 



























































总 权 W(P) 从 vv. 到 v, 的 所 有 路 中 最 小 ， 即 WP) —min( ws Ds 


在 最 短路 问题 中 ， 可 以 假定 相应 的 图 是 简单 图 ， 如 果 图 中 有 环 则 可 以 删 掉 ; 如 果 图 中 
有 多 重 边 ， 可 以 根据 具体 含义 删除 多 余 的 边 , 或 者 将 多 重 边 合并 为 一 条 边 。 这 样 做 不 会 影 
响 最 短路 问题 的 实质 。 

最 短路 问题 大 量 出 现 于 实际 问题 中 ， 应 用 领域 主要 有 管道 铺设 (输油管 道 、 天 然 气管 
道 等 )、 运 输 线路 安排 、 厂 区 布局 、 设 备 更 新 ， 以 及 计算 机 网 络 、 0 先 择 等 。 
求 网 络 中 任意 两 点 间 的 最 短路 可 以 用 D(Dijkstra) 算 法 、B(Bellman) 算 法 、F(Floyd) 算 法 
来 解决 ， 其 中 D 算法 用 于 解决 无 负 权 网 络 的 最 短路 问题 ，B 算法 用 于 解决 有 负 权 网 络 的 最 
短路 问题 ，F 算法 是 通过 和 矩阵 运算 求解 网 络 的 最 短路 问题 的 方法 。 本 节 重 点 介绍 D 算法 。 
6.2.2 求 最 短路 问题 的 D 算法 

本 算法 是 由 E. W. Dijkstra 于 1959 年 提出 的 ， 可 用 于 求解 指定 两 点 v, 和 vw, 间 的 最 短路 
和 指定 点 v, 到 其 余 各 点 的 最 短路 。 对 于 所 有 的 zw 过 0， 由 动态 规划 的 最 优化 原理 可 以 得 到 
最 优 方程 ， 即 gw ， v) 二 min{d(y， vi) 十 wj )， 对 于 iEV 记 为 wi 二 0; 对 于 i 关 j， 若 
山 儿 ， 记 为 加 二 十 cc。 由 于 Dijkstra 提出 了 在 所 有 算出 的 最 短路 的 权 值 中 ， 挑 选 最 短 的 

一 个 作为 从 w 到 该 点 的 最 小 权 值 ， 这 就 使 得 本 算法 的 运算 量 比 动态 规划 算法 有 所 减少 ， 

Dijkstra 算法 被 公认 为 是 目前 求 无 负 权 网 络 最 短路 问题 的 最 好 方法 。 

Dijkstra 算法 的 基本 思路 是 : 车 序列 GY，vy，… vi， v4) 是 从 vy 到 v, 的 最 短路 ， 
则 序列 Gv， yw ) 必 为 从 vv 到 5 二 的 最 短路 。 

具体 做 法 是 : 对 所 有 的 点 采用 两 种 标号 ， 即 标号 和 P 了 标号 ,TT 标 号 即 临 时 性 标号 
(Temporary Label) ，P 标号 为 永久 性 标号 (Permamnent Label)。 给 v 一 个 P 标 号 ， 用 Py,) 
表示 ， 是 指 从 vw, 到 v, 的 最 短路 权 ，v 的 标号 即 不 再 改变 。 给 vi 一 个 工 标号 ， 用 T(w ) 表 示 ， 
是 指 从 vy, 到 vi 点 估计 的 最 短路 权 的 一 个 上 界 ， 是 一 种 临时 性 标号 。 凡 是 没有 得 到 P 了 标号 的 

点 都 是 工 标号 。 算 法 的 每 一 步 都 把 某 一 点 的 工 标号 改 为 了 标号 ， 当 终点 “得 到 了 标号 时 ， 


























全 部 计算 结束 。 对 于 有 bp 个 顶点 的 图 ， 最 多 经 过 p 一 1 步 计算 ,就 可 以 得 到 从 始点 到 各 点 
的 最 短路 。 

计算 步骤 如 下 。 

(1) 给 始点 ”一 P 标 号 ，P(v) 天 0， 其余 各 点 给 工 标号 ，T(v ) 王 co，is。 

(2) 从 上 次 P 了 标号 的 点 vi 出 发 ， 考虑 与 之 相 邻 的 所 有 了 标号 点 vy，Gyi, v)EA， 对 vy 
的 工 标号 做 以 下 修改 


To) 一 minLTGOi)，PGs) 十 zy] (为 与 i 相 邻 且 为 标点 的 点 ) 

如 果 Ton) 之 Po) 二 rw ， 则 把 Ty ) 的 值 修改 为 PGy;) 十 tw; 。 
(3) 比较 以 前 过 程 中 剩余 的 所 有 具有 工 标 号 的 点 ,把 最 小 的 了 标号 括号 中 对 应 点 vj 
的 标号 改 为 P 标 号 : Pv) 二 min[TGv;)]。 

(4) 若 全 部 的 点 均 已 为 P 标 号 ， 则 计算 停止 ， 
否则 转 回 到 步骤 (2) 。 

【 例 6.2】 用 D 算 法 求解 图 6. 11 中 从 vw 到 vi 的 
最 短路 。 
图 6.11 例 6.2 示 意图 解 : (1) 首先 给 v 一 P 标 号 ，P(v) 二 0， 其 余 各 

















二 





点 给 工 标号 ，T(i) 一 co，(i 一 2，3，…，7) 。 
已 知 y、w 与 uu 相 邻 ， 目 方向 从 vw 出 发 ， 记 为 全 标号， 于 是 有 
T(w)=min[ T(y), Py)+wz |=min[ oo, 0+2] 
TC)=min[ TOs), PO)+rws =minLoo, 0+5]=5 
POy)=min[T(y), TCO)]=2=P(y,) 
(2) 考虑 ww 点 ， 有 vw 、w4、 江 与 岂 相 邻 





















































Ty)=min[ TCGys), Py)rws |=min[ co, 2+2]=4 
TQ()=min[T(y), Py,)+rw |=min[ oo, 2+4]=6 
T(y)=min[T(ys), P(w)+rws |=min[oo, 2+6j=8 


POy)=min[ Ty), TO), TOys)]=4=P(y;) 
(3) 考虑 记 点 ， 有 内 、w 与 加 相 邻 ， 前 面 剩余 的 工 标号 点 Ts) 
Ti) 一 minLT(s )，P(Cos) 十 rs] 一 minL6，4 十 1] 王 5 
T(y)=min[ T(ys), Pys)Trwss |=min[Loo¥ 3]=7 
Py)=min[T(y), TOy), TO%) =min(GXK®, 7)=5=P(y) 
(4) 考虑 只 点 ， 有 下，w， yw 与 内 相 邻 
Ts) 王 minLT(s)，PCw) 十 ca 一 minL8，5 十 4 一 8 
T(y)=min[ TO), PO =min[7, 5 二 +1]=6 
T(y)=min[T(y), PO )Fw |=minL eo， 5 二 4]=9 
P(y)=min[T(y), TO%)NT(%)]=min(8, 6, 9)=6=P(y) 
(5) 考虑 ww 点 ， 有 ww 与 w 相 邻 , 前 面 剩余 的 标号 点 全 (v;) 
Ty)=min[ TO )，PGn) 十 zi 三 min[9，6 十 2 一 8 
P(y)=min[T(y), Tw)]=mih(8, 8)=8=P(ys)=P(y) 
由 点 到 点 vx 的 最 短 距 离 为 8。 这 时 由 终点 向 前 反 推 ， 可 找到 vi 到 网 络 中 各 个 点 的 最 
短路 线 为 : yw->y>vs>vr 和 vys>vs。 
对 于 有 向 图 ， 必 表示 弧 的 方向 ww， 可 以 认为 @; 的 路 不 通 ,， 即 T(aj ) 一 cc。Dijkstra 
的 算法 依然 有 效 。 
用 Dijkstra 算法 也 可 以 通过 列表 方法 求解 最 短路 。 
【 例 6.3】 下 面 通过 列表 方法 给 出 求解 的 过 程 ， 求 解 示意 图 如 图 6. 12 所 示 。 






























































(4) 5 (9 9 (3) 


Ne , 
和 aR YY 
5 yw 宙 5 (15) 
A 4 
1 
有 7 6 ww . 


(6) 7 (8) 6 (14) 





(a) 网 络 图 (b) “到 各 点 的 最 小 权 值 图 
图 6.12 例 6.3 示意 图 
根据 表 6- 1 来 分 析 运 用 Dijkstra 算法 的 过 程 。 


(1) 步骤 1 到 步骤 7， 一 上 对 应 的 单元 格 中 ， 第 一 行为 各 点 对 应 的 工 标号 取 值 ， 第 二 
行为 上 一 步 了 标号 的 取 值 加 上 考察 点 到 其 相 邻 点 的 权 值 ， 即 pC) 十 wi 。 

















表 6-1 Dijkstra 算法 求解 过 程 



































T(w) P 标 号 [ ] 
步骤 | 考察 点 | T 标 号 点 集 
vi » ys Ve wh Vs 
0 ul wy [o] < 7 
1 u wy [0+4] | o+6 
6 x 
2 y» 由 一 点 [6] EE | sta co 
9 [8] 
3 Le WW vs 6 十 4 6 十 7 
1 四 册 ， 由 一 几 [9] 加 
8+5 | 8+6 
本 [13] 14 
让 二 9 二 9 | 9+7 
加 [14] 
A 13 十 5 | 13 十 4 
17 
yi vy ww [14+1] 



































(2) 在 每 一 步 中 找 最 小 值 ， 用“[ ]” 标 注 ， 即 p02 三 min[T( 相 邻 的 标号 点 集 )]， 
其 对 应 的 列 点 几 从 工 标号 点 集中 去 掉 ， 作 为 新 的 卫 标 号 考察 点 ， 直 到 T 标号 点 集 为 空 


为 止 。 


(3) 运用 公式 :Pi)=minLTC )]， 按 有 下 划 线 的 p(y;) 
级 的 pv) 点 ， 即 上 ] 标志 对 应 列 方向 的 点 v;， 可 得 到 vi 到 网 


> ys > us, > > > vy 和 vy > 


6.3.1 模型 及 基本 理论 

现实 生活 中 存在 许多 流量 问题 ， 如 交通 运输 网 络 中 的 人 流 、 车 流 、 物 流 ， 供 水 网 络 中 
的 水 流 ， 金 融 系 统 中 的 现金 流 ， 通 信 系 统 中 的 信息 流 等 流量 ， 如 何 使 网 络 输送 (或 传输 ) 能 
就 属于 最 大 流 问 题 。 





力 达 到 最 大 ， 


【 例 6.4】 如 图 6. 13(a) 所 示 ， 假 定 为 一 个 电力 输送 网 ， 


容量 (单位 为 兆 瓦 )， 现 在 的 目的 是 要 把 电力 由 发 电厂 “输送 到 地 区 ， 处 ， 问 : 如 何 安排 输 





6.3 最 大 流 问题 





送 ， 才 能 使 得 由 上 到 ”输送 的 电力 最 大 ? 
在 网 络 D 一 (V，A，C) 中 ， 设 ”为 发 点 ，v 为 收 点 ， 其 余 各 点 为 中 间 点 ; 以 方 表示 弧 

















终点 向 前 反 推 ， 找 出 上 一 








络 中 各 个 点 的 最 短路 线 为 : 











每 条 弧 上 的 数字 表示 其 最 大 











Q(， vy) 上 的 流量 ， 总 流量 设 为 下 , cr 为 每 一 条 弧 上 的 容量 。 一 个 网 络 G 的 流量 值 定义 为 从 
起 点 流出 的 总 流量 V(/)， 应 满足 容量 限制 条 件 和 流量 平衡 条 件 ， 每 一 条 弧 上 的 流量 应 小 
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(a) 电力 输送 网 络 图 
图 6.13 例 6.4 示 意图 


于 等 于 容量 ， 中 间 点 的 流入 量 总 和 等 于 其 流出 量 总 和 ， 对 于 始点 和 终点 ， 总 输出 量 等 于 总 
输入 量 ， 则 网 络 D 上 的 最 大 流 问题 的 线性 规划 模型 为 














maxF=V(/) 
0<fy<cs 
ey 人 发 点 
乙方 一 忆 广 =40 中 间 点 (i=1,，2, OY hn 一 1; 7 一 2，3，…，7) 


| 有 收 点 


其 中 ,VOD = 2 fs 


图 6. 13(b) 给 出 了 例 6. 4 的 一 个 方案 、 每 条 弧 上 的 数字 表示 该 方案 中 的 容量 和 运输 量 
(cy，fy)。 这 一 方案 使 得 13 个 单位 的 电力 由 v 送 到 vi, 这 一 方案 是 不 是 最 优 方案 呢 ? 换 
一 种 说 法 ， 这 一 网 络 中 的 总 输出 量 还 能 否 再 增加 呢 ? 为 此 需要 先 了 解 一 些 最 大 流 问 题 的 基 
本 概念 。 

1. 可 行 流 与 最 大 流 

满足 式 (6 - 5) 约 束 条 件 的 流 f 称 为 可 行 流 . 可 行 流 总 是 存在 的 。 如 果 所 有 的 弧 的 流量 
均 取 0， 即 对 于 所 有 的 i、j，_f; 二 0， 称 此 可 行 流 为 零 流 。 如 果 某 一 个 弧 的 流量 fi 二 ci， 
则 称 流 f; 为 饱和 流 ， 否 则 为 非 饱 和 流 。_; 0 的 弧 称 为 非 零 流 弧 。 定 义 在 边 集 合 已 上 的 
任意 一 个 函数 /一 { 方 ) 为 网 络 G 上 的 一 个 流 。 最 大 流 问 题 就 是 求 一 个 可 行 流 /一 {f;})， 
使 其 总 流量 下 达到 最 大 。 

2. 制 集 与 市 量 

给 定 网 络 D=(V，A， CO), 设 S、T 为 V 中 的 两 个 非 空 的 真子 集 , v,.€5, wET, 上 且 
有 SUT =V，SN 站 T= 名， 则 把 弧 集 (S，T) 称 为 分 离 v, 和 v, 的 割 集 。 每 一 割 集中 的 所 有 弧 























的 容量 之 和 ， 称 为 该 制 集 的 制 量 。 人 

例如 ， 在 图 6.13 中 加 两 道 虚线 ， 如 图 6. 14 所 | NA 
示 ， 得 到 点 集 S = 二 fy} 和 了 三 (人 位， 这， 办，m， 8 
WW)， 以 及 Ss 二 人 fy, ui, w) 和 Ts 二 {y3, u,v)}。 相 “ 和 
应 的 制 集 分 别 为 (S1 ,TD 二 {Gy, nm)，Q@， ww)) 和 4 10 
ty 1 外 
容量 分 别 为 15 和 20。 图 6.14 割 集 示意 图 














网 络 中 的 割 集 并 不 唯一 。 虽 然 割 集 有 多 个 ， 但 割 集 数量 有 限 。 在 网 络 中 ,， 制 量 最 小 的 
集 称 为 最 小 割 集 ， 其 割 量 为 网 络 的 最 小 割 量 ， 简 称 为 最 小 割 。 由 于 任 一 割 集 均 为 网 络 中 
和 到 风 的 必 经 之 路 ， 所 以 ， 网 络 中 的 任 一 可 行 流 都 将 不 会 超过 相应 每 个 割 集 的 割 量 ， 而 
最 大 流 必 为 网 络 中 的 最 小 割 。 
定理 6- 3( 最 大 流 最 小 割 定理 ) 在 任 一 网 络 中 ， 从 v, 到 v, 的 最 大 流 的 流量 等 于 分 割 v， 
和 vy, 的 最 小 制 的 容量 。 

3. 前 向 缴 、 后 项 弧 和 增 广 链 

设 y4 是 网 络 D 中 从 发 点 v, 到 收 点 v, 的 一 条 路 ， 若 弧 的 方向 与 路 x 的 方向 一 致 ， 则 称 为 
前 向 弧 ， 前 向 弧 的 全 体 记 为 y*; 另 一 类 是 弧 的 方向 与 路 y 的 方向 相反 ， 则 称 为 后 向 弧 ， 
后 向 弧 的 全 体 记 为 y.  。 

给 定 一 个 可 行 流 f，y 是 一 条 从 v, 到 v, 的 路 ， 若 满足 以 下 条 件 

(1) 对 弧 Gy, v)Epyt+， 有 0 三 f; 过 cs， 且 ye* 中 的 每 一 条 弧 都 是 非 饱 和 弧 。 

(2) 对 弧 Gy, v)Ey ， 有 0 二 f; 三 c;， 且 yi 中 的 每 一 条 弧 都 是 非 零 流 弧 。 
则 称 y 为 关于 可 行 流 /的 一 条 增 广 链 。 

进一步 可 以 得 出 结论 : 若 广 是 网 络 中 的 一 个 最 大 流 ， 则 D 中 不 存在 关于 广 的 增 
广 链 。 

增 广 链 的 实际 意义 是 ， 沿 着 这 条 路 从 刀 到 vw, 输送 的 流 还 有 潜力 可 挖 ， 只 需 对 可 行 流 f 
进行 调整 ， 就 可 以 把 流量 提高 。 调 整 后 的 流 在 各 点 上 仍然 满足 平衡 条 件 及 容量 限制 条 件 。 
这 样 就 得 到 了 一 个 寻求 最 大 流 的 方法 :从 一 个 可 行 流 开始 ， 寻 求 关 于 这 个 可 行 流 的 增 广 
链 : 若 存 在 ， 则 进行 调整 ， 得 到 二 个 新 的 可 行 流 ,其 流量 会 比 以 前 有 所 增加 。 重 复 这 个 过 
程 ， 直 到 不 存在 关于 该 流 的 增 广 链 时 ， 便 得 到 了 最 大 流 。 
6.3.2 求 最 大 流 的 标号 算法 

寻找 最 大 流 的 方法 实际 上 是 寻找 增 广 链 ， 以 使 网 络 的 流量 不 断 增 加 ， 直 到 最 大 为 止 。 
对 于 简单 的 网 络 图 通常 可 以 很 容易 地 看 到 所 有 的 增 广 链 ， 然 后 逐一 地 调整 其 流量 ， 直 到 没 
有 增 广 链 为 止 。 但 是 对 于 复杂 的 网 络 图 ， 并 不 能 通过 观察 找 出 其 增 广 链 ， 而 此 时 就 需要 采 
标号 算法 来 寻找 到 最 大 流 。 

1， 标号 过 程 

在 这 个 过 程 中 ， 对 网 络 中 的 各 点 进行 标号 ， 标 号 后 的 点 被 分 为 已 检查 的 点 和 未 检查 的 
点 两 种 。 每 个 标号 点 的 标号 内 容 包括 两 部 分 : 四 第 一 标号 ， 表 示 该 标号 的 前 一 步 是 从 哪 一 
点 得 来 的 ， 以 便 找 出 增 广 链 ; @ 第 二 标号 是 为 确定 增 广 链 的 调整 流量 9, 改进 f 用 的 。 在 
网 络 中 通常 用 一 个 圆 括号 将 这 两 部 分 括 在 一 起 ， 形 如 (第 一 标号 ， 第 二 标号 ) 。 
首先 给 发 点 上 以 标号 (0， 十 =) 。 

第 一 步 ， 选 择 一 个 已 经 标号 的 点 v;， 对 于 vi 的 所 有 未 给 标号 的 邻接 点 vj 按 下 列 规则 处 
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理 。 
(1) 若 弧 Gy, v)EA, 且 方 <ci ， 则 令 9 一 min(c 一 方 ， 9)， 并 给 图 以 (二 上，0) 。 
(2) 若 弧 Gy ,vi)EA, 且 广 0， 则 令 0 二 min(0;:，fi)， 并 给 v 以 (一 v，0;)。 

第 二 步 ， 重复 第 一 步 ， 直 至 收 点 ”被 标号 为 止 。 

这 时 , v 是 标号 且 已 检查 过 的 点 。 在 标号 过 程 中 ，D 中 的 有 些 点 有 可 能 被 标 上 多 个 标 
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号 ， 有 的 标号 来 自 于 (1)， 有 的 可 能 来 自 (2)， 这 时 保留 (1) 得 到 的 标号 ; 若 从 (1) 得 到 的 标 
号 有 多 个 时 ， 保 留 4 值 最 大 的 一 个 作为 标号 。 

如 果 vw 得 到 了 标号 ,说 明 存在 一 条 增 广 链 ， 可 转 入 调整 过 程 ; 若 "标号 过 程 已 无 法 进 
行 ,说明 f 已 是 最 大 流 。 

2. 调整 过 程 

首先 按 w 及 其 他 点 的 第 一 个 标号 ， 利 用 反 向 追踪 的 办 法 找 出 增 广 链 yy， 然 后 沿 着 增 广 
链 调 整 了 以 增加 流量 ， 调 整 方 法 如 下 
[as 车 (ws v)Ep 
请 一 9， 车 (y,， vw)Ep 
Lx. 车 (v;， v) Ep 

调整 结束 后 去 掉 所 有 标号 ， 回 到 标号 过 程 的 第 一 步 ， 对 可 行 流 了 重新 标号 。 

对 于 例 6.4， 可 以 以 图 6. 13(b) 给 出 的 方案 为 可 行 流 ， 用 标记 法 求 网 络 的 最 大 流 ， 网 
络 图 如 图 6. 15 所 示 。 
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W2) Cw,l) 
(a) 未 标号 的 网 络 (b) 标号 的 网 络 


图 6.15 例 6.4 的 网 络 图 
解 : 1) 标号 过 程 


(1) 给 发 点 ww 标 上 (0， 十 ce) 。 
(2) 对 v 进 行 检查 ， 从 点 出 发 的 边 @y ,ww ) 上 ，f.1 三 ci 三 8， 不 满足 标号 条 件 ， 故 


得 不 到 标号 ; 在 边 (yw) 上 ，/..: 过 c.2， 故 忆 得 到 标号 
(v0), =min(b,, (cs—f.2)}=min(co, (7—5)}=2 


即 (y,，2), vw 成 为 已 检查 过 的 点 。 
(3) 取 已 标号 而 未 检查 的 点 ww， 检查 ww 在 边 (， ww ) 上 ， 几 :二 4 记 0, 故 得 到 标号 


(一 由，0)， 并 且 有 4 一 min(2 ， 亡 2) 一 min(2，4) 一 2， 即 (一 请，2); 在 边 (v;,，w) 上 ， 
fs 二 0， 故 vy 得 不 到 标号 ; 在 边 (w， vt) 上 ，fz4 二 cz 二 9， 故 得 不 到 标号 ，vws 也 成 为 已 
检查 过 的 点 。 

(4) 检查 vi 在 边 ， vy) 上 ，f1.3 二 a.s， 故 vw 得 到 标号 

(1 0), =min{, (cs—fi.3)}=min{(2, (9—5)}=2 

即 (v，2), vu 成 为 已 检查 过 的 点 。 

(5) 检查 点 ， 在 边 (，w ) 上 ， 户 .一 cs 一 5， 故 w 得 不 到 标号 ; 在 边 (%,， ww) 上 ,fs 二 
1 二 0， 故 得 到 标号 (一 点，) ， 并 且 有 % 王 min(0 ， 户 ,一 min(2，1) 王 1， 即 (一 由，1) 。 

(6) 检查 ， 在 边 (w ，w) 上 ， 太 ,<c， 故 w 得 到 标号 





























(ra，0)，4 一 min{b ，(c 一 太一 min(1，(10 一 8)} 一 1 
即 (w ，1)，yvw 成 为 已 检查 过 的 点 ， 进 入 下 阶段 调整 过 程 。 
2) 调整 过 程 
(1) 按 反 向 追踪 ， 由 发 点 的 第 一 个 标记 找到 一 条 增 广 链 Gyvzvivwsv，w)， 如 图 6.16(a) 所 
示 的 双 线 。 
(2) 按 0=0 王 1， 调 整 增 广 链 各 边 的 流量 
fls=f.2+0=5+1=6 
fis=fis+0=4+1= 
fi4=fi+0=8+1 
fis=fi,s—0=4=1=3 
fis=f4s—0=1—1=0 
其 他 边 上 的 流量 保持 不 变 。 调 整 后 得 到 网 络 图 上 的 一 个 新 的 可 行 流 ， 如 图 6. 16(b) 所 示 。 
重复 上 述 标号 过 程 ， 寻 求 增 广 链 。 第 二 次 给 每 一 个 点 标号 如 图 6. 16(c) 所 示 ， 开 始 给 s 
标号 (0， 十 co)， 检 查 vy,， 给 岂 标 号 (v,，1); 检查 ,vi- 给 标号 (一 y,。 ，1); 检查 vy ， 给 v 
标号 (vw ，1); 检查 vy， 在 边 G， ww) 上 ，fs 二 0 边 (v3， ww) 上 ，_fs., 二 cs 二 5， 均 不 符合 
标号 条 件 ， 标 号 过 程 无 法 进行 ， 故 图 6.16Cb) 给 出 的 可 行 流 就 是 网 络 的 最 大 流 。 最 大 流 
量 为 




















a 
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VFI YR tf = fa til4 
现 已 标号 的 顶点 集合 5S 三 {ywvs， wu， ww)， 未 标号 的 顶点 集合 T= 人 u,v),，(S, TT) 
{Cy ， v1)，(v3，v)), 其 割 集 容量 为 14。 由 此 可 见 ， 最 小 割 的 容量 大 小 就 是 最 大 流 的 流 
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(b) 调整 后 的 可 行 流 图 (6) 例 6.4 第 2 次 标号 后 的 网 络 图 


图 6.16 例 6.4 标 号 及 调整 过 程 





6.4 最 小 费用 最 大 流 问 题 


6.41 模型 及 基本 概念 

前 面 两 节 分 别 讨论 了 最 短路 和 最 大 流 的 问题 ,但 是 在 实际 生活 中 人 们 所 过 到 有 关 
“ 流 ” 的 问题 往往 是 两 者 的 结合 ， 在 求解 最 大 流 问 题 的 时 候 ， 如 果 考 虑 管道 的 长 度 、 运 送 
成 本 等 因素 ， 则 通过 单位 流量 的 费用 也 会 有 差别 。 所 以 ， 一 般 除 了 要 求 通过 的 流量 最 大 
外 ， 经 常 还 希望 通过 一 定 流量 的 费用 也 能 最 小 化 ， 这 就 是 最 小 费用 最 大 流 问 题 。 

最 小 费用 最 大 流 问题 的 一 般 提 法 是 : 在 一 个 给 定 的 网 络 D 二 (V，A，C，B) 的 每 一 条 
弧 上 ， 除 了 给 出 容量 6 之 外 ,还 给 出 ww G4) 
了 每 一 弧 上 单位 流量 的 费用 5; ， 当 最 
大 流 不 唯一 时 ， 在 这 些 最 大 流 中 求 一 
个 f， 使 流 /的 总 费用 达到 最 小 ， 即 

minp(f) ,pwrk = by * fo | oer 

【 例 6.5】 有 一 石油 输送 管 网 如 
图 6. 17 所 示 ， 弧 上 的 括号 中 标注 的 是 
(cy，b; )， 求 输送 管 网 最 大 流 方案 。 图 6.17 例 6.5 的 网 络 图 

解 : 最 大 流 方案 1 vw>vs>w wf 二 3 vu>, /二 2 

uu, f*=] vw Yh ry, 及 一 区 

uu>u>yw 玉 ys 了 yr/， 广 三 2 最 大 流量 为 10。 

最 大 流 方案 2 vw 了 Wy ， 及 一 3 vw, f=2 

vu fT yy yy WW > 大 一] 

wu 户 二 ] 由 一 一 5 二 一 2 ， 太 二 2， 最 大 流量 也 为 10。 

不 难看 出 ， 当 最 大 流 问题 有 多 重 方案 时 ， 一 定 存在 最 小 费用 最 大 流 。 
6.42 最 小 费用 最 大 流 问 题 的 解法 

解决 这 类 问题 的 方法 可 以 从 最 小 费用 出 发 ， 每 次 找 出 最 小 的 支 路 单位 流量 费用 ， 再 求 
出 累计 的 最 小 费用 最 大 流 ( 算 法 一 ); 也 可 以 从 最 大 流出 发 ， 在 最 小 的 支 路 单位 流量 费用 存 
在 的 前 提 下 ， 寻 找 增 广 链 (算法 二 ) 。 

1) 算法 一 的 步 又 

(1) 在 不 考虑 费用 的 情况 下 ， 计算 网 络 的 最 大 流 ， 以 确定 停止 计算 的 条 件 。 

(2) 求解 网 络 vy. 到 v, 的 最 短路 问题 ， 即 最 小 的 支 路 单位 流量 费用 四， 确定 支 路 的 最 大 
流量 户 ， 然 后 求 出 该 支 路 的 费用 流 为 请 ( 亡 王 包头 及。 

(3) 网 络 中 不 考虑 已 饱和 的 支 路 ， 再 寻求 次 最 短路 单位 流量 费用 和 支 路 的 流量 ， 依 次 
开始 寻求 户 …， 户 …， 累 计 支 路 的 费用 流 下 一 之 广义 广 。 

(4) 当 累 计 的 输出 流量 等 于 网 络 的 最 大 流 时 ， 即 得 到 给 定 流量 条 件 下 的 最 小 费用 最 大 流 。 

下 面 用 算法 一 对 例 6. 5 求解 最 小 费用 最 大 流 。 

解 : (1) 在 不 考虑 费用 的 情况 下 ，(cj ，b; ) 可 视 为 (cj ，0)， 则 求 出 网 络 的 最 大 流 为 
f=10。 
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(2) 在 不 考虑 流量 的 情况 下 ，(c ，b; ) 可 视 为 (0，b; )， 求 出 第 一 条 最 小 费用 支 路 : 

uu 一 ww ， 单 位 流量 费用 外 二 3 十 3 十 4， 支 路 流量 用 二 min(6，1，4) 二 1， 支 路 费用 
流 h( 有 = X 有 二 10X1 二 10。 调整 网 络 流量 , ww 一 uu 一 ww 一 wy 各 支 路 流量 减 1， 由 于 支 路 
(4，w) 流 量 已 饱和 ， 网 络 中 与 vs 之 间断 开 ， 由 此 得 到 新 的 网 络 ， 如 图 6. 18(a) 所 示 。 

(3) 在 查找 次 最 小 费用 支 路 即 新 网 络 的 最 小 费用 支 路 时 ,网络 的 最 小 费用 支 路 为 一 
uv;， 单 位 流量 费用 名 二 3 十 8， 支 路 流量 玉 二 min(6 一 1，2) 二 2， 累 计 流 量 宛 f= 二 1 十 
2 二 3， 支 路 费用 流 如 XX 玉 二 11X2 二 22。 这 时 可 将 Gy，vi) 之 间断 开 ， v1 一 uv 各 支 路 流 
量 减 2， 如 图 6. 18(b) 所 示 。 
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(a) 消去 第 一 条 饱和 支 路 (b) 消去 第 二 条 饱和 支 路 
6.18 例 6.5 的 网 络 算法 一 图 解 过 程 


(4) 类 似 第 (3) 步 不 断 兴 代 查找 ， 当 辕 计 流量 达到 10 时 或 从 vi 到 vi 不 再 有 流量 支 路 时 ， 
就 得 到 了 网 络 的 最 小 费用 最 大 流 ， 见 表 6 -2。 
表 6-2 最 小 费用 最 大 流 求解 过 程 















































支 路 a 流量 广 > 人 人 
1 Vee ed 10 1 10 1 10 
2 > 11 2 22 3 32 
3 Uh hr > 12 2 24 5 56 
1 MU 16 1 16 6 72 
5 > ry 17 3 51 9 123 
6 WY 22 1 22 10 145 
2) 最 小 费用 最 大 流 的 算法 二 
第 一 步 , 取 k 二 0，f™ 二 0，/™ 是 零 流 中 费用 最 小 的 流 。 
第 二 步 ， 构 造 一 个 赋 权 有 向 图 W(f™)， 它 的 顶点 与 原来 的 网 络 图 DD 的 顶点 相同 ,但 





把 也 中 的 每 一 条 边 (w , v) 变 成 两 个 方向 相反 的 边 (y;，v) 和 (v;，v;)， 两 边 的 权 分 别 为 wy 
和 wj; 
-全 若 fy 过 cs | 一 性 若 方 >0 
te 著 fj=w”” (Leo 着 方 =0 
权 值 为 = 的 边 在 图 W(f* ) 中 可 以 不 表示 出 来 。 
第 三 步 ， 采用 最 短路 算法 ,在 赋 权 有 向 图 W(f” ) 中 找 出 v, 到 y, 的 最 短路 ， 此 时 分 以 
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下 两 种 情况 。 
(1) 若 不 存在 最 短路 ， 则 f*“ 就 是 最 小 费用 最 大 流 ， 算 法 终止 。 
(2) 车 存在 最 短路 ， 记 为 x， 则 yy 是 原 网 络 中 的 一 个 增 广 链 ， 在 增 广 链 jy. 上 对 了 进 
行 调整 
[万 + 车， v)Ep 
f=4fj 一 9 车 (y, vy)Ep- 
I 着 (yy v)En 
调整 量 为 0 一 min[min(cy = min(/% )], 于 是 得 到 一 个 新 的 可 行 流 
十 0 若 (yi, v)EpT 
je 一 1 一 0 车 Gy, yw)Ep 
le 车 (vy;, v) Ex 





令 k==k 十 1， 转 入 第 二 步 。 
【 例 6.6】 用 算法 二 求 图 6. 19(a) 最 小 费用 最 大 流 ， 弧 于 的 数字 为 (c; ，0b; )。 

















和 24 


(a) 例 6.6 网 络 图 





(ec) /MAN=3 


un 3 
4 | [NN 
Vs W 
0 | 0 
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1 4 





(©) /SAf=1 





(8) fAf=1 (h) (LA) 无 最 短路 
图 6.19 例 6.9 的 网 络 算法 二 图 解 过 程 














-+ 


解 : (1) 取 /二 0 为 初始 可 行 流 。 

(2) 构造 一 个 赋 权 有 向 图 W(f'"”)， 采用 最 短路 算法 ， 在 赋 权 有 向 图 WC ) 中 找 出 v 
到 v 的 最 短路 : Gy,，y1，v;，v)， 如 图 6. 19(b)W(f" ) 双 线 所 示 。 

(3) 在 原 网 络 与 最 短路 相应 的 增 广 链 是 yy 二 {vy,， yy， v3， vw)， 在 1 上 进行 调整 ，0 二 
min[4，3，5] 二 3， 如 图 6. 19(c) /fm 双 线 所 示 。 

(4) 构造 新 的 赋 权 有 向 图 W(f'")， 并 求 出 v 到 vy, 的 最 短路 : Gy, yi v2 vi vs， v1)， 
如 图 6. 19(d) 所 示 。 

(5) 在 增 广 链 {vy,,， wu，w，um， vw，w) 上 进行 调整 ， 0 一 min[(4 一 3)， 1; 23 35 
(5 一 3)]= 二 1， 如 图 6. 19(e) /2 所 示 。 

(6) 重复 上 述 步 骤 ， 可 得 到 W(f*”)， 并 求 出 v 到 vw 的 最 短路 : (vw, wv)， 如 
图 6. 19(f) 所 示 。 








6.5 应 用 案例 





Pee TT 
旅行 商 问 题 
已 知 北京 (B) 某 国际 旅行 社 安排 纽约 (ND 巴黎 (P)、 伦 敦 (E) 东京 (T)、 墨 西 哥 (MD) 的 旅游 项 目 ， 


从 北京 出 发 乘 飞 机 分 别 到 这 5 个 城市 巡回 旅行 ， 每 个 城市 只 去 一 次 ， 最 后 回 到 北京 ， 各 城市 之 间 的 航线 
距离 如 权 和 矩阵 S 所 示 


8 
1 ( 百 千 米 ) 


TL60 70 68 61 13 一 
试问 如 何 安排 旅游 路 线 ， 使 旅游 路 程 最 短 ? 








DR? 


总 部 选 址 问题 
某 矿 区 有 10 个 矿井 ,分 布 如 图 6. 20 所 示 。 其中、w、…、vo 表 示 这 10 个 矿井 所 在 地 ， 边 表示 
两 矿井 的 道路 ， 边 上 的 数字 为 两 者 之 间 的 距离 ， 这 10 个 矿井 每 天 的 矿石 产量 分 别 是 3、4、2、6、 
3、4、5、2、1、7( 单 位 : 吨 )， 现 在 要 在 这 10 个 矿井 点 选中 一 处 建 矿石 加 工厂 ， 问 如 何 选 址 最 为 
理想 。 
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图 6.20 矿井 分 布 图 





习 题 


1. 下 列 序列 为 某 个 网 络 图 所 有 顶点 的 次 的 序列 ， 说 明 它 们 能 否 形成 一 个 简单 图 。 

《二 (2) 7, 3, 5, A\ ¥ (3) 2 .3 95 Wn 

2. 已 知 有 8 种 化 学 物品 A、B、C、D、P、Rv_ SWT 要 由 库房 保管 。 为 了 存放 安全 ， 下 
列 物品 不 能 放 在 同一 柜子 里 : A 一 R,，A 一 T,. A 二 GC; P 一 R,P 一 D, P 一 S$, S 一 T, 7 一 B，, 
B 一 D,，D 一 C，R 一 S$，R 一 B，S 一 C，S 一 D, 问 存 放 这 8 种 物品 至 少 需 要 多 少 个 柜子 ? 

3. 求 出 图 6. 21 的 最 小 生成 树 。 











图 6.21 网 络 图 


4. 有 若干 个 城市 图 如 图 6. 22 所 示 ， 点 表示 城市 ， 连 线 表 示 城 市 间 有 道路 连接 ， 数 字 
表示 道路 的 长 度 。 计 划 从 S 铺设 管道 到 本 ,设计 一 条 最 短路 径 。 





6. 22 ”费用 流量 图 
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6. 已 知 图 
7. 己 知 图 














6. 24 中 弧 表 示 的 是 (cz ，by ), 求 图 节点 1 到 节点 6 的 最 小 费用 


图 6.23 流量 图 











最 大 流 。 








6. 25 中 弧 为 (cj ，6; )， 如 果 节 点 1 到 节点 7 的 流量 仅 为 8 个 单位 ， 确 定 网 
络 的 最 小 费用 最 大 流 。 


办 
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6.24 ”费用 流量 图 





V3 6,6 Vs 


图 6.25 费用 流量 图 
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第 7 章 决策 论 





决策 论 又 称 决策 分 析 ， 是 运筹 学 的 重要 分 支 之 一 。 从 个 人 日 常生 活 、 工 作 到 国家 的 政 
治 、 经 济 、 军 事 和 科研 等 领域 ,无 一 不 存在 决策 问题 。 有 关 国 家 大 政 方针 的 决策 更 为 重 
:， 它 直接 影响 到 国家 的 发 展 、 民 族 的 兴衰 。 同 样 ， 企业 管理 中 的 重大 决策 直接 影响 到 它 
的 生存 与 发 展 。 

朴素 的 决策 思想 自古 就 有 ， 在 中 外 历史 上 不 乏 有 名 的 决策 案例 (包括 成 功 的 与 失败 
的 )。 但 在 落后 的 生产 方式 下 ， 决 策 基本 是 凭借 个 人 知识 、 智 慧 和 经 验 进行 的 。 随 着 生产 
和 科学 技术 的 发 展 ， 要 求 决策 者 在 瞬息 多 变 的 条 件 下 ， 对 复杂 的 问题 迅速 做 出 决断 ， 这 就 
要 求 对 不 同类 型 的 决策 问题 ， 有 一 套 科 学 的 决策 原则 、 程 序 和 相应 的 机 构 、 方 法 。 

本 章 首 先是 关于 决策 的 基本 概念 及 确定 型 决策 的 扼要 介绍 ; 接着 讨论 非 确定 型 决策 和 
风险 型 决策 的 主要 方法 ， 灵 敏 度 分 析 等 ， 其 中 风险 型 决策 是 本 章 的 重点 内 容 ， 最 后 介绍 目 
前 国内 外 已 经 得 到 广泛 应 用 的 多 目标 决策 及 其 层次 分 析 法 。 


7.1 .决策 论 概 述 

































































7.1.1 决策 的 概念 和 分 类 

所 谓 决策 ， 就 是 为 达到 某 种 预定 的 目标 ， 在 若干 可 供 选 择 的 行动 方案 中 ， 决 定 最 佳 方 
案 的 一 种 过 程 。 简 单 地 讲 、 决 策 就 是 决定 的 意思 > 诺 贝尔 奖 获 得 者 西蒙 有 一 句 名 言 “ 管 理 
就 是 决策 ”， 颇 有 见地 。 总 之 ,决策 是 管理 的 核心 ， 决 策 分 析 是 各 级 管理 人 员 的 基本 职能 。 
下 面 介 绍 一 个 决策 问题 所 必须 具备 的 基本 要 素 和 决策 问题 的 分 类 。 

1. 决策 模型 的 构成 要 素 

(1) 决策 者 (决策 者 可 以 是 个 人 ， 也 可 以 是 集体 ， 一般 指 领导 者 或 领导 集体 ) 及 决策 者 








期 望 达到 的 目标 。 
(2) 不 少 于 两 个 的 可 行 方案 (包括 了 解 研究 对 象 的 属性 、 确 立 目 的 和 目标 )， 用 di; 
表示 。 


(3) 不 少 于 两 个 的 自然 状态 ( 即 不 为 决策 者 所 控制 的 客观 存在 )， 用 % 表 示 。 

(4) 每 一 个 行动 方案 在 各 自然 状态 下 的 损益 值 (收益 或 损失 )， 通 常用 损益 函数 f(d;， 
3) 来 表示 方案 d; 在 状态 s; 下 的 损益 值 。 由 于 可 行 方案 和 自然 状态 通常 是 有 限 多 个 损益 函 
数 可 以 用 矩阵 或 表格 形式 给 出 ， 称 为 损益 值 表 或 决策 表 。 

(5) 选择 方案 的 准则 (决策 者 判别 所 选 方案 是 否 最 优 的 根据 ) 。 

2. 决策 问题 的 分 类 

决策 问题 的 分 类 有 多 种 形式 : 按 决策 的 内 容 可 分 为 定性 决策 、 定 量 决策 和 混合 决策 ; 
按 决策 的 重要 性 可 分 为 战略 决策 、 策 略 决策 和 执行 决策 ; 按 决 策 过 程 的 连续 性 可 分 为 单项 
决策 和 序 贯 决策 (多 级 决策 ) 。 在 一 般 情 况 下 ， 按 决策 环境 分 为 确定 型 决策 、 非 确定 型 决策 















































和 风险 型 决策 。 

确定 型 决策 问题 的 特点 是 ， 只 有 “一 种 确定 的 自然 状态 ”， 其 他 要 素 不 变 。 而 风险 型 
决策 问题 虽 不 知 哪 种 自然 状态 会 在 今后 发 生 ， 但 其 发 生 的 概率 信息 可 以 事先 掌握 ， 其 他 要 
素 不 变 。 非 确定 型 决策 问题 的 特点 是 不 掌握 这 种 概率 的 信息 ， 其 他 要 素 不 变 。 
7.1.2 决策 的 一 般 过 程 

1. 面向 决策 目标 的 方法 

确立 目标 收集 信息 一 提出 方案 模型 一 方案 优选 决策 ， 因 此 ,任何 决策 都 有 一 个 过 
程 和 程序 ， 决 非 决策 者 灵机 一 动 的 瞬间 产物 。 

2. 面向 决策 过 程 的 方法 

此 法 认为 掌握 了 过 程 且 能 控制 过 程 ， 就 能 正确 地 预见 决策 的 结果 ， 它 一 般 包 括 预 决 
策 -~ 决 策 -~ 决策 后 3 个 相互 依赖 的 阶段 。 决 策 后 阶段 往往 也 是 下 次 决策 的 预 决策 阶段 ， 而 
决策 的 实施 是 决策 的 继续 。 

3. 决策 分 析 的 步骤 

一 般 有 7 个 环节 ， 如 图 7. 1 所 示 。 





确定 决策 模型 结构 










估计 益 损 值 确定 主观 概率 





评价 行动 方案 


选择 方案 














-| 收集 信息 






图 7.1 决策 分 析 流 程 图 


(1) 确定 决策 模型 结构 。 一 般 待 决策 人 确立 了 决策 准则 、 备 选 的 方案 和 各 种 状态 后 ， 
即 可 据 此 确定 益 损 矩阵 ( 表 ) 结 构 或 决策 树 的 结构 。 

(2) 估计 益 损 值 。 通 过 有 关 销 售 、 经 济 核算 、 商 业 调 查 等 统计 资料 和 预测 信息 等 来 估 
算 各 种 方案 在 不 同 状态 下 的 益 损 值 ， 这 是 决策 分 析 定 量 计算 的 主要 依据 之 一 。 

(3) 确定 主观 概率 。 即 收集 和 估算 各 种 状态 未 来 可 能 出 现 的 概率 值 。 
(4) 评价 行动 方案 。 根 据 各 方案 的 益 损 值 及 主观 概率 ， 可 以 计算 各 方案 的 益 损 期 望 值 
等 ， 然 后 根据 决策 准则 选择 最 优 方案 。 
(5) 灵敏 度 分 析 。 由 于 所 估算 的 行动 方案 益 损 值 和 确定 的 主观 概率 含有 主观 腾 断 的 成 
分 ， 由 此 选 定 的 最 优 方案 是 否 可 靠 ， 可 以 用 灵敏 度 分 析 进 行 检 验 。 可 以 将 模型 中 的 有 关 参 
数 改变 ， 来 分 析 其 对 方案 益 损 期 望 值 的 影响 情况 ， 找 出 各 主要 参数 的 允许 变动 范围 。 若 各 
参数 在 允许 范围 内 变动 ， 则 可 以 认为 原来 选择 的 最 优 方案 的 结论 仍 可 信 。 

(6) 收集 信息 。 通 过 灵敏 度 分 析 后 ， 若 发 现 方案 的 优先 顺序 对 某 些 参数 变化 反应 很 灵 
[HH 
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敏 ， 则 必须 进一步 收集 有 关 信 息 ， 改 进 模型 结构 中 的 有 关 数 据 。 

(7) 选择 方案 。 在 上 述 各 决策 步骤 完成 后 ， 可 选择 方案 ， 并 准备 组 织 实施 。 
7.1.3 决策 准则 

在 进行 一 项 决策 时 ， 为 了 评价 各 种 策略 效果 的 好 坏 ， 就 要 拟定 出 相应 的 标准 一 一 决策 
准则 。 对 于 不 同类 型 的 决策 问题 ， 应 采用 不 同 的 准则 。 
对 于 确定 型 决策 ， 由 于 自然 状态 只 有 一 个 ， 且 是 确定 的 ， 因 此 只 需 直接 比较 各 策略 的 
效果 (用 益 损 值 来 反映 )。 
对 于 非 确定 型 决策 ， 由 于 决策 者 对 状态 发 生 的 信息 一 无 所 知 ， 从 而 对 这 类 决策 问题 ， 
需要 主观 地 确定 一 项 择优 准则 。 究 竟 选 择 哪 一 种 准则 ， 这 与 决策 者 的 水 平和 态度 有 关 。 
对 于 风险 型 决策 ， 由 于 已 知 其 状态 变量 的 概率 分 布 ， 因 此 决策 时 就 需要 比较 各 策略 的 
期 望 值 来 选择 最 优 策略 。 

除 以 上 所 述 外 ， 还 有 一 种 采取 效用 值 作为 评价 标准 的 方法 ， 它 对 各 类 决策 问题 均 可 
使 用 。 







































































7.2 确定 型 决策 


确定 型 决策 问题 除 必须 满足 7. 1. 1 节 所 列 出 的 基本 要 素 外 ， 还 要 求 各 状态 完全 确定 。 
这 类 决策 问题 只 要 比较 不 同 策略 的 损益 值 、 按 目标 规定 选 出 具有 最 大 收益 值 或 最 小 损失 值 
的 最 优 方 案 。 

这 类 决策 问题 常用 的 方法 概括 如 下 。 

1. 一 般 计量 方 法 

一 般 计量 方法 是 指 在 适当 的 数量 标准 的 情况 下 ， 用 来 表示 方案 效果 的 计量 方法 。 显 然 
这 种 方法 有 一 定 的 局 限 性 ， 只 能 适用 于 简单 的 确定 型 问题 。 

2. 经 济 分 析 方 法 

经 济 分 析 的 方法 很 多 ， 如 投资 回收 期 法 、 成 本 效益 分 析 法 、 盘 亏 平 衡 分 析 法 、 经 济 计 
量 法 、 统 计 报表 法 、 现 金 流量 贴现 法 等 ， 这 一 类 分 析 方 法 不 属于 运筹 学 课程 研究 的 内 容 。 

3. 运筹 学 方法 

运筹 学 方法 是 用 数学 模型 (包括 模拟 模型 ) 进 行 决策 的 一 类 方法 。 前 几 章 较 深 入 讨论 过 
的 规划 论 ( 线 性 规划 、 整 数 规划 、 动 态 规 划 等 ) 网 络 分 析 、 存 储 论 、 排 队 论 等 都 属于 这 类 决 
策 分 析 的 方法 。 
因此 ， 不 再 单独 讨论 确定 型 决策 问题 。 


7.3 非 确定 型 决策 


当 各 个 自然 状态 的 概率 没有 确定 时 ， 决 策 问 题 就 是 非 确定 型 决策 。 用 不 同 的 方法 进行 
决策 ， 其 决策 的 结果 往往 是 不 一 样 的 。 这 是 由 于 决策 的 准则 与 选择 标准 不 同 而 造成 的 ， 很 
难 断 言 哪 一 种 决策 方法 更 好 。 但 是 其 决策 的 结果 仍 可 供 决策 者 作为 决策 的 参考 。 下 面 介绍 
5 种 常用 的 非 确定 型 决策 方法 (准则 ) 。 
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7.3.1 乐观 法 (最 大 最 大 决策 准则) 
基本 思想 : 决策 者 对 客观 情况 总 是 抱 乐 观 态度 ， 决 不 放弃 任何 一 个 可 获得 最 好 结果 的 
机 会 ， 用 好 中 之 好 的 态度 选择 方案 。 计 算 公 式 为 
r" =max{maxf (d;, s;)} Ly 
其 中 ，/(d;，s;) 表 示 收 益 ， 使 上 式 成 立 的 方案 即 为 最 优 方 案 。 若 /(d;， 5; ) 是 损失 时 ， 则 
乐观 法 应 是 最 小 最 小 准则 ， 公 式 为 
r’ =min{minf (d;, s;)} 
注意 ; 在 客观 条 件 一 无 所 知 的 情况 下 ， 采 用 这 种 决策 方法 风险 较 大 ,使 用 时 要 十 分 
慎重 。 
7.3.2 悲观 法 (最 大 最 小 决策 准则 ) 
基本 思想 : 悲观 法 也 称 为 瓦尔 德 准则 ， 决 策 者 对 客观 情况 总 是 抱 悲观 态度 ， 从 各 种 最 坏 
的 情况 出 发 ， 然 后 再 考虑 从 中 选择 一 个 最 好 的 结果 ， 因 此 叫 最 大 最 小 决策 准则 。 计 算 公 式 为 
r*=max{minf (d;, s;)) Cry 
其 中 ，f(di， sj) 为 收益 ,使 式 (7 -2) 成 立 的 方案 即 为 最 优 方案 。 若 fw， ) 表 示 损 失 ， 则 
悲观 法 应 采用 最 小 最 大 准则 ， 公 式 为 


r" =min {maxf (d;}, s,)} 
+ 





























7.3.3 折 中 法 (乐观 系数 法 ) - 
基本 思想 :乐观 系数 法 也 称 为 赫 威 兹 准则 ， 这 是 一 种 折 中 的 决策 准则 ， 决 策 者 对 其 客 
观 条 件 的 估计 既 不 乐观 也 不 斐 观 ,主张 从 中 平衡 一 下 : 用 一 个 数字 表示 乐观 程度 ， 这 个 数 
字 称 为 乐观 系数 aE[0，1j* 若 (a ov 是 收益 矩阵 时 ， 计 算 公式 为 
CV 二 amax{di } 十 (一 caimimte }， 一 1，2，…，771 
> r* =riax{CV;} C= 
使 式 (7 - 3) 成 立 的 方案 即 为 最 优 方案 。 显 然 a 二 0 时 就 是 悲观 法 ; a 二 1 时 就 是 乐观 法 。 
若 考 虑 损失 和 矩阵 (65; ),x,， 则 按 式 (7 -4 计算 
CVi=amin{b;}+(l—a)max{by} i=1, 2, *…, m 
r’ =min{CV;} (7-4) 








7.3.4 平均 法 (等 可 能 准则 ) 

基本 思想 ， 由 于 决策 者 不 能 肯定 哪 种 状态 容易 出 现 ， 粗略 地 认为 各 自然 状态 出 现 的 可 
能 性 是 均等 的 。 因 此 每 个 行动 方案 的 收益 值 可 以 平均 地 加 以 计算 ， 从 中 选择 平均 收益 最 大 
的 方案 作为 比较 满意 的 方案 。 计 算 公式 为 


六 = max (TD /ds) | (F565) 
i \nfa 


其 所 对 应 的 方案 即 为 最 优 方 案 。 
若 考虑 的 是 损失 值 fd;，s; ) 和 损失 矩阵 (5; ),,x,， 则 应 选择 最 小 期 望 损 失 ， 按 式 (7 -6) 
计算 。 



































六 =min(L 5) /Gs)) (7-6) 


=1 





7.3.5 最 小 遗 伏 法 (后 侮 值 法 ) 





基本 思想 : 决策 者 在 决策 时 ， 一 般 易 于 接受 某 一 状态 下 收益 最 大 的 方案 ， 但 由 于 无 法 


预先 知道 哪 一 种 状态 一 定 出 现 ， 因 此 ， 当 决策 时 如 果 没 有 采纳 收益 最 大 的 方案 ， 就 会 有 后 
悔 之 感 。 把 最 大 收益 值 与 其 他 收益 值 之 差 作为 后 悔 值 。 人 们 自然 希望 后 悔 值 最 小 (遗憾 最 


小 )， 


(cy ) 、 
先 不 知道 这 3 种 自然 状态 出 现 的 概率 ， 但 知道 各 种 状态 下 各 方案 的 赢利 ， 见 表 7- 1。 试用 























所 以 这 种 决策 方法 也 称 为 最 小 后 悔 值 法 ， 简 称 后 悔 值 法 。 
过 程 : 先 从 收益 矩阵 Co )wx 中 找 出 每 列 的 最 大 元 素 4a7? 一 max(aj )，7 二 1，2，…，7 






































再 用 各 列 的 最 大 元 素 a; 分 别 减 去 该 列 中 的 各 元 素 ， 得 到 
一 41 一 0 max(las }—as, i=l1, 2, *…, m (T=7) 

由 后 悔 值 构成 后 悔 损失 阵 (&; )， 青 按 悲 观 法 进行 决策 。 
=min(max(as))} (= 


它 所 对 应 的 方案 即 为 后 悔 值 法 的 最 优 方案 。 
【 例 7.1】 某 公司 将 推出 一 种 新 产品 ， 有 3 种 推销 方案 让利 销售 Cd1)、 送 货 上 门 
不 采取 措施 (d;)， 未 来 市 场 可 能 有 畅销 (w1) 、 一 般 (2)、 浇 销 (s3)3 种 状态 。 假 设 事 





以 上 介绍 的 5 种 决策 方法 进行 决策 (乐观 系数 a 二 0.6) 


表 7-1 方案 赢利 信息 




















市 场 状态 中 
赢利 畅销 (si) 一 般 (s2) 滞销 (s;) 
方案 

让 利 销售 (d, ) \ 60 10 = 
送 货 上 门 (d;) 30 25 0 
不 采取 措施 (d;) > 10 10 10 

60 10 一 6 

解 : jetertea = 25 ,| 

10 10 10 


) 乐观 法 : max max{as)}。 

即 max{60， 10， -j= 60， max{30, 25, 0}==30， max{10, 10, 10}=10 
er 30, 10) 二 60， 对 应 的 最 优 方案 为 di 。 

(2) 悲观 法 : maxmin(as)。 

即 min{60， 10， 二 min{30， 25, 0}=0, min{10, 10, 10}=10 
max{ 一 6, 0, 10})= 应 的 最 优 方案 为 必 。 

(3) 乐观 系数 法 : a 二 0.6 。 

即 1 一 一 0.4， 那 么 有 

CVi=0.6X60+0.4X(—6)=33.6 
CV;=0.6X30+0.4X0=18 
CVs=0.6X10+0.4X10=10 
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max{CV;)} 王 33.6， 故 对 应 的 最 优 方案 为 di 。 

(4) 平均 法 ， max| 王 mi }= max{21.3,18. 3,10) 二 21. 3, 故 最 优 方案 为 di。 
a3 和 

(5) 后 悔 值 法 : 由 计算 公式 得 ;二 a) 一 Qj 一 max{ay} 一 ajy， i 二 1,，2, …,，m， 

得 z= 二 60=60 二 0， zs 二 25 一 10 二 15， Us 二 10 一 (一 6) 二 16 

da =60—30=30， d=25—25==0，& 

a =60—10=50， a =25 一 10==15， 本 ;一 10 一 10=0 

最 后 可 得 后 悔 值 矩 阵 







































































0 15 161 max{0, 15, 16}=16 
30 0 10| max{30, 0, 10}=30 
50 15 0J max{50, 15, 0}=50 
所 以 r* 二 min{16，30，15) 二 16， 故 选择 di 为 最 优 方案 。 
由 上 例 可 知 ， 同样 一 个 问题 ， 对 于 非 确定 型 决策 问题 用 不 同 的 方法 进行 决策 ， 其 决 
策 的 方案 往往 是 不 一 样 的 。 这 是 由 于 决策 的 原则 与 选择 标准 不 同 而 造成 的 ， 很 难 断言 哪 一 
种 决策 方法 更 好 。 为 了 使 非 确定 情况 下 的 决策 更 合理 些 ， 最 好 的 办 法 就 是 对 各 种 自然 状态 
做 调查 研究 ， 努 力 搜集 所 需 的 信息 ， 设 法 估计 出 各 状态 出 现 的 概率 ， 然 后 再 进行 决策 ， 这 
就 是 7.4 节 要 讨论 的 风险 型 决策 。 


7.4， 风 险 型 决策 


对 于 风险 型 决策 由 于 已 知 其 状态 变量 出 现 的 概率 分 布 ， 因 此 决策 时 就 需要 比较 各 策略 
的 期 望 值 来 选择 最 优 策略 二 本 节 介 绍 最 大 可 能 法 则 、 期 望 值 方法 、 后 验 概率 方法 ( 贝 叶 斯 
决策 ) 、 决 策 树 方法 和 灵敏 度 分析 这 5 种 方法 。 

741 最 大 可 能 法 则 

基本 思想 : 从 自然 状态 中 取出 概率 最 大 的 作为 决策 的 依据 (自然 状态 概率 最 大 的 当做 
概率 是 1， 其 他 的 自然 状态 当做 概率 是 0) ， 将 风险 型 决策 转化 为 确定 型 决策 来 处 理 。 

【 例 7.2】 某 厂 要 确定 下 个 计划 期 间 产品 的 生产 批量 ， 根 据 以 前 经 验 并 通过 市 场 调 查 
和 预测 ， 其 产品 批量 决策 见 表 7 - 2。 通 过 决策 分 析 ， 确 立 下 一 个 计划 期 内 的 生产 批量 ， 使 
企业 获得 效益 最 大 。 其 中 d; 表示 行动 方案 ， 表示 效益 值 ，P(0 ) 表 示 自 然 状 态 的 概率 ， 
0; 表示 自然 状态 。 



































表 7-2 产品 批量 决策 表 单位 : 千 元 
0; 产品 销路 
% Pl0,) 6 (好 ) 0 (一 般 ) 0;( 差 ) 
d; P(0;)=0.2 了 (6 ) 一 0.3 了 (6 ) 一 0.5 
di (大 批量 生产 ) 20 12 8 
d; (中 批量 生产 ) 16 16 10 
d; (小 批量 生产 ) 12 12 1%2 
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| 决策 论 




















解 : 由 表 7-2 可 知 % 的 概率 最 大 ， 因 而 产品 销路 的 可 能 性 也 最 大 ， 由 最 大 可 能 准 
则 可 知 ， 只 需 考 虑 多 的 自然 状态 进行 决策 ， 使 之 变 为 确定 型 决策 问题 ;再 由 表 7- 2 可 知 ， 
ds 在 下 获得 最 大 效益 值 ， 因 此 选 d; 为 最 优 决策 。 

当 一 组 自然 状态 的 某 一 状态 的 概率 比 其 他 状态 的 概率 都 明显 大 时 ， 用 此 法 效果 较 好 。 
但 当 各 状态 的 概率 都 互相 接近 时 ， 用 此 法 效果 并 不 好 。 
7.42 期 望 值 方法 
基本 思想 : 将 每 个 行动 方案 的 期 望 值 求 出 ， 通 过 比较 效益 期 望 值 进行 决策 。 由 于 益 损 
和 矩阵 的 每 个 元 素 代 表 “ 行 动 方案 和 自然 状态 对 ”的 收益 值 或 损失 值 ， 因 此 分 两 种 情况 来 
讨论 。 

1. 最 大 期 望 收益 决策 准则 (EMV) 

当 益 损 矩 阵 中 的 各 元 素 代 表 收 益 值 时 ， 各 自然 状态 发 生 的 概率 为 P(0;) 三 P;， 而 各 行 
动 方案 的 期 望 值 为 E(d;) = > )ajPi,G = 1,2,…,n) 


从 期 望 收益 值 中 选取 最 大 值 ，maxE(d;)， 它 对 应 的 行动 方案 就 是 决策 应 选 策略 
【 例 7.3】 用 最 大 期 望 收益 决策 准则 求解 例 7. 2% 
解 : E(di)=20X0. 3 十 12X0. 5 中 80. 2 二 13. 6( 千 元 ) 
E(d:) 王 16X0. 3 十 16XOlyI0X0.2 王 14. 8( 千 元 ) 
E(d;)=12X0. 3 十 到 居 9: 5 十 12X0. 3 王 12.0( 千 元 ) 
比较 可 知 E(ds ) 王 14. 8 最 大 ， 因 此 应 当选 d; 为 最 优 方案 。 
2. 最 小 机 会 损失 决策 准则 CEOL) 
车 益 损 矩阵 中 的 各 元 素 代表 “方案 与 自然 状态 对 ”的 损失 值 ， 各 自然 状态 发 生 的 概率 
为 P(0;)， 各 行动 方案 的 期 望 损 失 值 为 
El(d) = Daspj, (i=1,2,%,n) 


然后 从 这 些 期 望 损失 值 中 选取 最 小 者 即 minE(d;)， 则 它 对 应 的 行动 方案 就 是 决策 应 
选 的 方案 。 

【 例 7.4】 A 厂 生产 的 某 种 产品 ， 每 销售 一 件 可 赢利 50 元 。 但 生产 量 超过 销售 量 时 ， 
每 积压 一 件 ， 要 损失 30 元 。 根 据 长 期 的 销售 记录 统计 和 市 场 调查 ， 预 测 到 每 日 销售 量 的 
变动 幅度 及 其 相应 的 概率 见 表 7 - 3。 试 分 析 并 确定 这 种 产品 的 最 优 日 产量 应 为 多 少时 ， 才 
能 使 A 厂 的 损失 最 小 。 







































































表 7-3 销售 量 及 其 概率 表 
日 销售 量 / 件 100 110 120 130 
日 销售 概率 0.2 0.4 0.3 人 3 


























解 : 可 供 选择 的 日 产量 有 4 种 方案 : di 二 100 件 ， 110 件 ， 4d; 二 120 件 , di 二 130 
件 ， 利 用 最 小 机 会 损失 决策 准则 ， ou 

先 求 各 “自然 状态 与 方案 对 ”的 损失 值 。 

当日 产量 di 二 100 件 时 ,车 5 二 100， 则 损失 5s1 一 di 二 0; 















































车 5 二 110 件 ，s = 则 损失 10X50 二 500 元 ; 

车 ==120 件 ，ss 一 di 二 20， 则 损失 20X50 一 1000 元 ; 

车 5 二 130 件 ， 5 一 di 二 30， 则 损失 30X50 王 1500 元 。 

当日 产量 为 d; 二 110 件 , 4d; 二 120 件 ，4d 二 130 件 时 ， 类 似 地 可 以 求 出 损失 值 。 得 到 
以 下 决策 ， 见 表 7 一 4。 








表 7-4 日 产量 决策 表 






































自然 状态 日 销售 量 / 件 
利润 什 Si 一 100 S$;=110 S$;=120 S$,=130 Be 
方案 Pls)=0.2 | P(s)=0.4 | P(s)=0.3 | P(s,)=0.1 
di=100 0 500 1000 1500 650 
d=110 300 0 500 1000 310 
日 产量 / 件 
d;=120 600 300 0 500 290 
d,=130 900 600 300 0 510 
根据 表 7 -4 可 以 求 出 损失 期 望 值 














E(di)=0.2X0++0.4X500 十 0, 3X1000 十 0. 1X1500==650( 元 ) 

类 似 地 ， 可 得 出 E(d;) 二 310( 元 ) ,、Elqd;) 二 290( 元 )，E(d) 二 510( 元 )。 

表 中 对 角 线 上 的 值 为 0， 即 没有 损失 。 对 角 线 以 上 的 损失 为 “生产 不 足 ” 造 成 的 损失 ， 
对 角 线 以 下 的 损失 为 “生产 过 剩 ” 造 成 的 损失 ， 最 小 损失 期 望 值 E(d; ) 二 290， 对 应 的 决 
策 为 方案 d;。 

7.4.3 后 验 概率 方法 ( 贝 叶 斯 决策 ) 

在 实际 决策 中 汰 们 为 了 获取 情报 ,往往 采取 各 种 “试验 ”手段 (这 里 的 试验 是 广义 的 ， 
包括 抽样 调查 、 抽 样 检验 、 购 买 情报 、 专 家 咨询 等 )， 但 这 样 获得 的 情报 ,一般 并 不 能 准 
确 预 测 未 来 将 出 现 的 状态 ， 所 以 这 种 情报 称 为 不 完全 情报 。 若 决策 者 通过 “试验 ”等 手段 
获得 了 自然 状态 出 现 概率 的 新 信息 作为 补充 信息 ， 用 它 来 修正 原来 的 先 验 概率 估计 。 修 正 
后 的 后 验 概率 ， 通 常 要 比 先 验 概率 准确 可 靠 ， 可 作为 决策 者 进行 决策 分 析 的 依据 。 由 于 这 
种 概率 的 修正 是 借助 于 贝 叶 斯 定理 完成 的 ， 所 以 这 种 决策 就 称 为 贝 叶 斯 决策 。 其 具体 步骤 
如 下 。 
(1) 先 由 过 去 的 资料 和 经 验 得 出 状态 (事件 ?发 生 的 先 验 概率 。 

(2) 根据 调查 或 试验 算得 的 条 件 概率 ， 利 用 贝 叶 斯 公式 计算 出 各 状态 的 后 验 概 率 ， 贝 
叶 斯 公式 如 下 


PCsi/bD) 














P(s)P(0./s) 
DPV Ps) 
其 中 sy 835 总 区 = 完备 事件 组 ; P(s; 门 9) 二 PP(s)P(0/s;) (乘法 公式 ); 
PP P(s;)P(0./si) 二 P(0.) 是 全 概率 公 

(9) 利用 后 验 概率 代 蔡 先 验 概率 进行 决策 分 析 。 








(一 1 2 3 k= 1,2,..,0) 《7=9) 




















二 次 策 论 

【 例 7. 5】 某 石油 公司 考虑 在 某 地 钻井 ， 结 果 可 能 出 现 3 种 情况 即 3 种 自然 状态 无 
油 G51)， 少 油 (s;)， 富 油 (s3)。 其 出 现 的 概率 分 别 是 P(s ) 王 0.5，P(s ) 王 0.3，P(ss ) 一 
0. 2。 钻 井 费用 7 万 元 ， 若 少量 出 油 ， 可 收入 12 万 元 ; 若 大 量 出 油 ， 可 收入 27 万 元 ;如 
果 不 出 油 ， 收 入 为 零 。 为 了 避免 言 目 钻井 ， 可 进行 勘探 ， 以 便 了 解 地 质 构造 情况 。 勘 探 结 
果 可 能 是 地 质 构造 差 (9,) 、 构 造 一 般 (0: ) 或 构造 良好 (0 ) 。 由 过 去 的 经 验 ， 地质 构造 与 油 
井 出 油 的 关系 见 表 7- 5， 假 设 勘探 费 为 1 万 元 。 问 : 〈1) 应 如 何 根据 勘探 结果 来 决定 是 否 
钻井 ? 2) 应 先进 行 勘探 ， 还 是 不 进行 勘探 直接 钻井 ? 

表 7-5 地 质 构造 与 油 并 出 油 关系 表 
































Pl0./s) 构造 较 差 0， 构造 一 般 & 构造 良好 和 和 Po 
大 一 1 

无 油 (s) 0.6 0.3 0.1 Ed 

少 油 (s2) 0.3 0.4 0.3 Lio 

富 油 (s;) 1 0.4 0.5 条 














解 : (1) 设 A, 表示 “钻井 >，A, 表示 “不 钻井 ” 用 贝 叶 斯 决策 。 
先 由 全 概率 公式 得 
二 
P(b) = >)P(s;)P(0./s;) = 0.8X'06+0.3X0.3+0.2X0.1= 0.41 
i=1 
P(0,) 一 0.5X0.3 木 0.3X0.4 十 0.ZX0.4 一 0.35 
P( 人 7 一 工 一 0.41 一 0.35- 三 0. 24 
再 由 贝 叶 斯 公式 计算 后 验 概 率 得 
PC PCArT) NS>0.5X0.6 


























P(r/Oi) Po) Ded 0.7317 
P(s:)P(0/s2) _ 0.3X0.3 
Pls2/01) ECO ) OA 0. 2195 











P(ss/01) = 1—0.7317—0.2195 = 0.0488 
同 理 可 得 PC(s1/8,) 二 0. 4286,， PCsz/0 ) 王 0. 3428， P(s;/0,)=0. 2286 
P(s1/0;)=0. 2083, P(s;/0;)=0.375, P(ss/0;)=0.4617 
以 后 验 概率 为 依据 ， 采 用 期 望 值 准则 进行 决策 。 
若 勘探 结果 是 地 质 构造 较 差 (0 )， 则 
ECA)= 王 0X0.7317 十 12X0.2195 十 27X0. 0488 一 8( 勘 探 费 及 钻井 费 ) 王 一 4( 万 元 ) 
E(A,) 王 一 1( 万 元 ) (勘探 费 ) 故 A* 二 A,， 即 不 钻井 。 
若 勘探 结果 是 地 质 结构 一 般 (2.)， 则 
E(A,) 王 0X0.4286 十 12X0. 3428 十 27X0. 2286 一 8 一 2. 29( 万 元 ) 
开 (A:) 王 一 1( 万 元 ) 故 A* 二 Al， 即 钻井。 
若 勘探 结果 是 地 质 结构 良好 (0 )， 则 
E(A1) 二 0X0. 2083 十 12X0. 3750 十 27X0. 4167 一 8 一 7. 75( 万 元 ) 
E(As) 二 一 1( 万 元 ) 故 A* =A， 即 钻井 。 
(2) 确立 是 否 先 进行 勘探 。 




















加 和 














若 先 进行 勘探 ， 其 期 望 最 大 收益 为 

E(B) 1X0. 41 十 2. 29X0. 35 十 7. 75X0. 24 一 2. 25( 万 元 ) 

若 不 进行 勘探 ， 即 用 先 验 概率 考虑 ， 则 

E(Ai) 二 0X0.5 十 12X0. 3 十 27X0. 2 一 7( 钻 井 费 用 ) 王 2( 万 元 ) 

E(A;s) 二 0( 万 元 ) 

由 此 ，A* 二 A!， 即 最 优 决 策 是 钻井 ， 最 优 期 望 收益 为 2 万 元 。 另 外 ， 由 于 2. 25 之 2， 
所 以 应 先进 行 勘探 ， 然 后 再 决定 是 否 钻井 。 

7.4.4 决策 树 方法 

用 益 损 期 望 值 决策 准则 所 解决 的 问题 也 可 用 决策 树 方法 进行 分 析 解 决 。 决 策 树 方法 还 
用 于 序 贯 决策 (多 级 决策 )， 是 描述 序 贯 决策 的 有 力 工具 。 用 决策 树 来 进行 决策 ， 具 有 分 
析 思 路 清晰 、 决 策 结果 形象 明确 的 优点 。 

决策 树 就 是 借助 于 图 与 网 络 中 的 “ 树 ” 来 模拟 决策 ， 即 把 各 种 自然 状态 (及 其 概率 )、 



































如 





各 个 行动 方案 用 点 和 线 连接 成 “ 树 图 ”， 再 进行 决策 。 决 策 树 如 图 7. 2 所 示 。 
概率 分 支 
4 -一 一 一 人 一 人 4 效应 值 
方案 分 支 © 结果 点 


方案 点 汪汪 一 一 一 一 一 八 di 效应 值 


a 
1 


决策 点 CX -一 人 会 4 效应 值 
ER 且 
一 一 x 作 和 个 一 人 di 效应 什 
图 7.2 决策 树 示意 图 

口 表示 决策 点 :其 下 方 数字 a 为 决策 的 效应 期 望 值 ， 列 出 的 分 支 称 为 “方案 分 支 ”， 
分 支 个 数 反 映 了 可 能 的 行动 方案 数 。 

〇 表示 方案 点 ， 其 上 方 数 字 5，c 为 该 方案 的 效应 期 望 值 ， 引 出 的 分 支 称 为 “概率 分 
支 ”， 每 个 分 支 的 上 面 写 明 自然 状态 的 概率 ， 分 支 的 个 数 就 是 可 能 的 自然 状态 数 。 

人 表示 结果 点 ， 它 是 决策 树 的 “ 树 梢 ”， 甚 旁边 的 数字 是 每 一 方案 在 相应 状态 下 的 效 





























应 值 。 
// 表 示 修 剪 ， 比 较 各 行动 方案 的 效应 期 望 值 的 大 小 ， 确 定 最 佳 方案 分 支 ， 其 他 分 支 舍 
去 ， 称 为 修剪 分 支 。 

运用 决策 树 方法 的 几 个 关键 步 又 如 下 。 

(1) 画 出 决策 树 ， 画 决策 树 的 过 程 也 就 是 对 未 来 可 能 发 生 的 各 种 事件 进行 周密 思考 、 
预测 的 过 程 ， 把 这 些 情况 用 树 状 图 表示 出 来 ， 先 画 决策 点 ， 再 找 方案 分 支 和 方案 点 ， 最 后 
再 画 出 概率 分 支 。 

(2) 由 专家 估计 法 或 用 试验 数据 推算 出 概率 值 ， 并 把 概率 写 在 概率 分 支 的 位 置 上 。 

(3) 计算 益 损 期 望 值 ， 由 数 梢 开始 ， 按 从 右 向 左 的 顺序 进行 ， 用 期 望 值 法 计算 ， 若 决 
策 目 标 是 赢利 时 ， 比 较 各 分 支 ， 取 期 望 值 最 大 的 分 支 ， 其 他 分 支 进行 修剪。 

如 果 用 决策 树 法 可 以 进行 多 级 决策 ， 多 级 决策 ( 序 贯 决策 的 决策 树 至 少 有 两 个 以 上 决 
策 点 。 

1360 































































































【 例 7.6】 将 7.4.1 节 中 例 7. 2 用 决策 树 方法 求解 。 
解 : 先 由 实际 问题 画 出 决策 树 ， 如 图 7.3 















所 示 。 13.6 一 
计算 各 点 的 益 损 期 望 值 。 As 


@ 点 ; 20X0. 3 十 12X0.5 十 8X0.2 一 13.6 148 

@@ 点: 16X0.3 十 16X0.5 十 10X0.2= 
14.8 

图 点 : 12X0.3 十 12X0.5 十 12X0. 2 一 12 

经 比较 可 知 E(d;) 最 大 ， 因 此 d; 是 最 优 
方案 。 图 7.3 例 7.6 的 决策 树 示 意图 

【 例 7.7】 修建 一 个 使 用 10 年 的 机 场 ， 有 两 个 方案 : 一 是 修建 大 机 场 ， 需 投资 300 万 
元 ; 二 是 修建 小 机 场 ， 投 资 120 万 元 。 估 计 机 场 使 用 良好 3 年 后 再 扩建 大 机 场 ， 需 投资 
200 万 元 ， 但 随后 的 7 年 中 ， 每 年 可 获 利 95 万 元 ， 否 则 不 扩建 。 用 决策 树 法 确定 修建 方 
案 ， 其 收益 见 表 7- 6。 




















表 7-6 方案 收益 表 单位 : 万 元 /年 








收益 状态 使 用 良好 (s+) 使 用 一 般 (s;) 
Pl(s,)=0.7 P(s;)=0.3 
方案 和 
建 大 机 场 (di) | >、 00 —25 
建 小 机 场 (d; ) 40 Wx 20 





解 : 夯 决 策 树 ， 如 图 7. 工 所 示 。 由 于 本 题 是 序 贯 决策 ， 需 按 7 年 和 3 年 两 个 阶段 
理 。 注 意 有 两 个 决策 点 3、 














7.4 例 7.7 的 决策 树 示意 图 


计算 各 点 的 益 损 值 或 益 损 期 望 值 。 

@ 点 : 40X7 二 280( 万 ) 

@ 点 : 95X7 一 200 二 465( 万 ) 

因为 465 之 250， 选 择 扩建 方案 ， 修 剪 不 扩建 方案 。 




















号] 和 











@ 点 ; [465 十 40X3]X0.7 十 [20X10]X0. 3 一 120 一 349.5 


@ 点 : [100X0.7 十 ( 

















一 25)X0. 3]X10 一 300 王 325 








本 问题 的 最 优 决策 方案 : 选择 修建 小 机 场 ， 如 果 使 


否则 就 不 扩建 。 

745 灵敏 度 分 析 
各 行动 方案 所 造成 的 

计 资 料 经 验 而 得 到 的 ， 

















结果 ( 益 损 值 ) 和 某 种 自然 状态 可 
可 靠 呢 ? 灵敏 度 分 析 就 是 检验 这 种 


此 评定 的 最 优 方案 是 否 正 确 、 


为 349. 5 二 325， 选 择 建 小 机 场 ， 修 剪 建 大 机 场 方案 ,将 349. 5 写 在 决策 点 口上 方 。 











用 情况 良好 ，3 年 后 青 进行 扩建 ， 











能 出 现 的 概率 ， 都 是 由 过 去 的 统 





情况 所 做 的 工作 。 该 方法 的 关键 是 先 按 一 定 规则 改变 决策 模型 中 的 重要 参数 ， 找 出 在 最 优 


方案 时 各 参数 的 允许 变 芭 








范围 。 若 各 参数 在 允许 范围 内 ， 








则 可 认为 原来 选择 的 最 优 方案 的 


结论 仍然 可 信 ， 仍 然 比较 稳定 。 若 原来 估计 的 主观 概率 稍 有 变动 ， 最 优 方案 立即 有 变 ， 说 





明 该 最 优 方案 是 不 稳定 的 ， 
【 例 7. 8】 某 厂 生产 一 


| 


产品 ， 拟 定 甲 、 乙 两 个 方案 。 


若 已 知 该 产品 销路 好 和 销路 差 两 


ee ee 并 可 估算 出 两 种 方案 在 今后 5 年 内 不 同 状态 下 的 益 损 值 ， 
种 方案 最 优 ? 


表 7-7 方案 益 损 信息 表 


见 表 7-7。 问 : 选择 哪 一 











甲 (di) 


30 





Zl(d:) 


解 : 先 做 出 决策 树 图 ， 


由 此 求 出 


经 比较 后 可 知 最 优 方案 是 甲 。 
若 原先 估计 的 概率 有 了 变化 ,由 市 场 调 查 得 产 
经 过 重新 计算 ， 其 最 优 方 案 的 

















图 7.6 所 示 。 
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100 


如 图 7.5 所 示 。 





下 (di) 王 0.2X30 十 0.8X( 一 5) 一 2 
E(d;)=0.2X(100)+0. 8X(—35)=20—28=—8 








品 销路 好 和 销路 差 的 概率 均 为 0.5， 
结论 也 有 改变 ， 即 不 是 原先 的 甲 方案 ， 而 是 乙方 案 了 ， 如 





图 7.6 例 7.8 的 决策 树 示 意图 


| 决策 论 














那么 ， 自 然 状 态 的 概率 究竟 变化 多 大 才 不 会 改变 原先 所 选择 的 最 优 方案 呢 ? 下 面 用 灵 
敏 度 分 析 给 出 回答 。 

设 a 表 示 销 路 好 的 概率 ; 则 1 一 a 是 销路 差 的 概率 。 现 设 甲 、 乙 两 方案 的 益 损 期 望 值 
相等 ， 则 有 


























aX30 十 (1 一 a) X( 一 5) 王 wcX100 十 (1 一 a)X( 一 35) 
30a 一 5 十 5a 一 100g 十 35 一 35a 二 0 
令 f(a) 二 30 一 1004 二 0, 得 a 二 0.3 
上 述 情况 表明 ， 当 销路 好 的 概率 a 二 0.3 时 ， 甲 ， 乙 两 方案 的 益 损 期 望 值 相 等 ， 即 
f(a) 二 0 时 ， 两 方案 等 价 。 当 .Fe) 之 0 时 ， 甲 方案 优 于 乙方 案 ， 当 Fo) 过 0 时 ， 乙 方案 优 
于 甲 方案 。 所 以 一 0. 3 时 称 为 转折 概率 或 临界 概率 。 
最 初 当 销路 好 的 概率 为 0. 2 时 ， 甲 为 最 优 方案 ， 概 率 0. 2 二 0. 3， 因 此 所 选择 的 最 优 方 
案 是 比较 稳定 的 。 但 若 原来 估计 的 主观 概率 稍 有 微小 变动 ， 最 优 方案 立即 有 变 ， 说 明 该 优 
选 方案 是 不 稳定 的 ， 应 进一步 加 以 分 析 和 调整 。 


7.5 多 目标 决策 方法 简介 


实际 中 的 许多 决策 问题 都 有 两 个 或 两 个 以 上 的 目标 ， 这 类 问题 就 叫做 多 目标 决策 问 
题 。 多 目标 决策 在 工程 技术 、 经 济 、 社 会 4 军事 等 领域 都 有 广泛 的 应 用 。 如 在 经 济 管理 工 
作 中 ， 往 往 要 考虑 费用 、 质 量 、 利 润 等 评价 准则 ， 并 依据 这 些 准则 建立 管理 工作 的 目标 。 
又 如 在 人 才 的 选拔 、 招 聘 、 评 优等 活动 中 ,由 于 各 人 有 自己 的 特长 、 优 势 和 不 足 ， 决 策 间 
门 总 是 要 综合 考虑 各 方面 的 条 件 做 出 选择 ， 这 一 般 也 是 一 个 多 目标 决策 问题 。 

7.51 多 目标 决策 问题 的 概念 与 模型 

1. 多 目标 决策 模型 的 基本 要 素 

任何 一 个 多 目标 决策 问题 的 模型 都 包含 有 5 个 基本 要 素 : 决策 单元 、 目 标 集 、 属 性 
集 、 决 策 情况 和 决策 规则 。 

(1) 决策 单元 即 决策 者 。 

(2) 目标 集 是 关于 决策 者 所 研究 问题 的 “要 求 ” 或 “愿望 ”>， 由 若干 个 不 同 的 目标 构 
成 一 个 目标 集 。 通 常情 况 下 ， 目 标 集 可 以 表示 成 一 个 递 阶 结构 。 

(3) 属性 集 是 指 实现 决策 目标 程度 的 一 个 度量 ， 即 每 一 个 目标 都 可 以 设 定 一 个 或 若干 
个 属性 ， 从 而 构成 一 个 属性 集 。 目 标的 属性 是 可 度量 的 ， 它 反映 了 特定 目标 所 达到 目的 的 
程度 。 

(4) 决策 情况 是 指 决策 问题 的 结构 和 决策 环境 ， 即 说 明 决 策 问题 的 决策 变量 、 属 性 ， 
以 及 度量 决策 变量 与 属性 的 标 度 、 决 策 变量 与 属性 之 间 的 因果 关系 等 。 

(5) 决策 规则 又 称 决策 准则 ， 是 指 用 于 排列 方案 优 劣 次 序 的 规则 ， 而 方案 的 优 劣 是 依 
据 所 有 目标 的 属性 值 来 衡量 的 。 

2. 多 目标 决策 问题 的 解决 过 程 

多 目标 决策 问题 的 求解 过 程 主要 分 为 以 下 4 个 步骤 。 

第 一 步 : 问题 的 构成 ， 即 对 所 要 解决 的 实际 问题 进行 分 析 ， 明 确 问题 中 的 
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界限 、 所 处 的 环境 等 ， 从 而 确定 问题 的 目标 集 。 

第 二 步 : 建立 数学 模型 ， 即 根据 第 一 步 的 结果 ， 建 立 与 问题 相 适 宜 的 数学 模型 。 

第 三 步 : 对 模型 进行 分 析 和 评价 ， 即 对 各 种 可 行 方案 进行 比较 ， 从 而 可 以 对 每 一 个 目 
标定 一 个 (或 几 个 ) 属 性 ( 称 为 目标 函数 )， 这 些 属 性 的 值 可 以 作为 采用 某 方案 时 各 个 目标 的 
一 种 度量 。 

第 四 步 : 确定 实施 方案 ， 即 依据 每 一 个 目标 的 属性 值 和 预先 规定 的 决策 规则 ， 比 较 各 
种 可 行 的 方案 ， 按 优 劣 次 序 将 所 有 的 方案 排序 ， 从 而 确定 出 最 好 的 可 实施 方案 。 

3. 多 目标 决策 问题 的 数学 模型 

设 义 为 方案 集 ， 即 决策 变量 x 二 (zl ，zx2，…，ZXx,) 的 集合 ， 有 (x)，fo(x)，f(x) 为 
目标 函数 。 对 于 每 一 个 给 定 的 方案 xEX， 由 目标 函数 可 以 确定 各 个 属性 的 一 组 值 1， 
f;，…，_/,。 实 际 中 方案 集 X 可 以 是 有 限 的 ， 也 可 以 是 无 限 的 。 不 妨 设 决策 变量 x 的 所 有 
约束 都 能 用 不 等 式 表示 出 来 ， 即 

gi(X)<O0 (i=1, 2, *, m) (7=10> 

其 中 ，g;(x) (i 二 1，2，…，m) 均 为 决策 变量 x 的 实 值 函数 ; ` 则 方案 集 X( 又 称 决策 空间 中 
的 可 行 域 ) 可 以 表示 为 \ 

X= {xEEN g(x)<ONi1, 2, ,mm)} 《二 

于 是 一 般 的 多 目标 决策 问题 的 数学 模型 可 表示 为 

DRL/ GOW ae), 2 fC) 
st. X={xEEVE(x)<0, i=12, ……, n)} (7-12) 
其 中 ，DR(Decision Rule) 表 示 决 策 规则 ， 上 述 模 型 的 意思 是 运用 决策 规则 DR， 依 据 属性 
用， 所 ，…，_ 的 值 ， 在 XX 中 选择 最 优 的 决策 方案 。 
7.5.2 多 目标 决策 的 一 般 性 方法 

对 于 多 目标 决策 问题 ， 最 主要 的 特点 是 个 目标 间 的 “矛盾 性 ”和 “不 可 公 度 性 ”。 所 
谓 目 标 间 的 矛盾 性 是 指 ， 如 果 试 图 通过 某 一 种 方案 去 改进 一 个 目标 的 指标 值 ， 则 可 能 会 使 
另 一 个 目标 的 值 变 坏 。 而 目标 间 的 不 可 公 度 性 是 指 ， 各 目标 间 一 般 没 有 统一 的 度量 标准 ， 
因而 一 般 不 能 直接 进行 比较 。 
实际 中 ， 对 于 目标 间 的 不 可 公 度 性 可 以 通过 各 目标 的 效用 来 解决 。 将 问题 的 各 个 目标 
都 采用 相应 的 效用 (各 属性 对 于 决策 者 欲望 的 满足 程度 ) 来 刻画 。 设 各 目标 的 效用 函数 为 

v(x)=V(fi(x)) (一 1，2，…，7) 

这 样 就 解决 了 各 目标 间 的 不 可 公 度 性 问题 。 

对 于 目标 之 间 的 矛盾 性 ， 类 似 地 可 以 采用 多 属性 效用 函数 来 解决 。 多 属性 效用 函数 理 
论 是 单 属性 效用 理论 的 推广 ， 其 定义 为 多 属性 综合 作用 的 结果 对 人 们 和 欲望 的 满足 程度 ， 它 
是 各 属性 效用 函数 的 函数 ， 即 定义 为 
V(x)=F(y (x), w(x), ,xX)) 

由 此 ， 对 于 一 般 的 多 目标 决策 问题 ， 可 以 转化 为 以 多 属性 效用 函数 为 目标 函数 的 单 目 
标 规划 问题 。 值 得 注意 的 是 ， 对 于 不 同 的 多 属性 效用 函数 可 能 会 得 到 不 同 的 决策 结果 ,应 
根据 具体 的 情况 来 定义 多 属性 效用 函数 。 在 实际 应 用 中 , 按照 多 属性 效用 函数 的 不 同 ， 形 
成 了 几 种 常用 的 多 属性 效用 函数 构造 方法 ， 即 线性 加 权 法 、 变 权 加 权 法 和 指数 加 权 法 等 ， 
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限于 篇 幅 ， 在 此 不 再 次 述 。 
7.6 多 目标 决策 的 层次 分 析 法 


层次 分 析 法 (AHP) 是 美国 运筹 学 家 T.L. Saaty 于 20 世纪 70 年 代 中 期 创立 的 一 种 定 
性 与 定量 分 析 相 结合 的 多 目标 决策 方法 。 其 本 质 是 试图 使 人 的 思维 条 理化 、 层 次 化 。 它 充 
分 利用 人 的 经 验 和 判断 ， 并 予以 量化 ， 进 而 评价 决策 方案 的 优 劣 ， 并 排出 它们 间 的 优先 顺 
序 。 由 于 AHP 的 应 用 简单 有 效 ， 特 别 对 目标 结构 复杂 ， 并 且 缺 乏 必要 的 数据 资料 的 情况 
(如 社会 经 济 系统 的 评价 项 目 ) 更 为 实用 。 应 用 层次 分 析 法 进行 系统 评价 ， 其 主要 步骤 有 ， 
构造 多 级 递 阶 结构 模型 ， 建 立 比较 的 判断 和 矩阵， 计算 相对 重要 度 ， 进 行 一 致 性 检验 ， 计 算 
综合 重要 度 等 。 

7.61 构造 多 级 递 阶 结构 模型 
层次 分 析 法 的 多 级 递 阶 结构 模型 有 如 下 3 种 形式 。 

(1) 完全 相关 性 结构 : 其 结构 特点 是 上 一 级 的 每 一 要 素 与 下 一 级 的 所 有 要 素 都 是 相关 
的 。 如 图 7.7 所 示 ， 某 部 门 欲 进行 投资 ， 有 3 种 投资 方案 可 供 选 择 ( 图 7.7 中 的 第 3 级 )， 而 
对 任意 一 种 方案 ,投资 评 价 主体 均 要 用 上 一 级 (图 7.7 中 第 2 级 ) 的 风险 程度 、 资 金利 润 率 和 
转产 难 易 程度 3 个 评价 项 目 来 评价 。 因 为 无 论 是 哪个 投资 方案 都 会 涉及 上 述 3 个 方面 。 


资金 利润 率 (82) 


家 用 电器 (C1) | 紧俏 产品 (C2) 


图 7.7 完全 相关 性 结构 图 
(2) 完全 独立 性 结构 : 其 结构 特点 是 上 一 级 要 素 都 有 各 自 独 立 的 、 完 全 不 相同 的 下 级 
要 素 与 之 联系 ， 如 图 7. 8 所 示 。 
(3) 混合 结构 : 相关 性 结构 和 完全 独立 结构 的 结合 ， 也 可 以 说 既 非 完全 相关 又 非 完 全 
独立 的 结构 ， 如 图 7. 9 所 示 。 


种 站 


图 7.8 完全 独立 性 结构 图 图 7.9 混合 结构 图 























































































转产 难 易 
程度 (83) 


传统 产品 (C3) 


风险 程度 tB1) 
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7.6.2 建立 两 两 比较 的 判断 矩 降 

判断 和 矩阵 是 计算 和 比较 系统 中 各 级 要 素 相对 重要 度 的 基本 信息 。 设 有 7 个 物体 Al， 
A,，…，A,; 它们 的 重量 分 别 为 rw ，ws，…，ww,( 用 同一 种 度量 单位 )。 若 要 有 n 个 要 素 
与 上 一 级 要 素 A, 为 比较 准则 ， 将 它们 两 两 比较 重量 ,其 比值 (相对 重量 ) 可 构成 nXn 的 矩 
阵 A。 


其 中 ， 主 对 角 线 上 元 素 均 为 1， 其 他 有 j= 二 ww /ww。 


确定 判断 尺度 。 判 断 尺 度 是 表示 要 素 A; 对 A; 的 相对 重要 性 的 数量 尺度 。 层次 分 析 法 
常用 的 判断 尺度 见 表 7 - 8。 


表 7-8 判断 尺度 的 定义 表 




















判断 尺度 定义 (对 上 一 级 要 素 4, 而 言 ，4, 与 4) 比较 ) 
1 同样 重要 
3 咯 微 重要 
5 Tr os 重要 
RM } 重要 得 多 
9 E 绝对 重要 
的 全 的 和 其 重要 程度 介 于 上 述 两 个 相 邻 判 断 尺 度 中 间 





【 例 7.9】 以 图 7.7 为 例 建立 判断 矩阵 。 
解 : 投资 (4A) 为 第 1 级， 第 2 级 要 素 为 风险 程度 (Bi ) 、 资 金利 润 率 (B。 ) 、 转 产 难 易 程 
度 (B;)、3 个 要 素 与 投资 都 有 关系 。 今 以 投资 (A) 为 准则 ,对 Bi ，B。 和 B; 经 过 两 两 比较 
后 ， 可 建立 判断 和 矩阵 EE 如下。 








A B|B B; 
1 2 
Bl 1 本 六 3 
B: 3|1 5 下 一 |2 1 5 
1 1 下 4 
B | ! 2 5 1 
风险 程度 与 风险 程度 同样 重要 ， 即 eu 一 od 。 认 为 资金 利润 率 (B,) 与 风险 程度 (Bl ) 








比较 略为 重要 ， 故 ca 一 3， 反 之 一 二 一 吉 ， 对 风险 程度 与 转产 难 易 程度 比 为 1, 一 2， 则 








以 一方， Bs 比 Bs 重要， 故 cs=5, 则 co 一 二 。 
7.6.3 进行 层次 单 排序 (计算 相对 重要 度 ) 

在 应 用 层次 分 析 法 进行 系统 评价 时 ， 需 要 知道 下 一 级 要 素 B; 对 于 以 它 为 比较 准则 的 
上 一 级 要 素 A, 的 相对 重要 度 ， 即 B; 对 于 A, 的 权重 。 

先 求 判断 矩阵 的 特征 向 量 外， 经 过 归 一 化 处 理 ， 即 可 求 出 B; 对 于 A, 的 相对 重要 度 ， 
即 权 重 。 


(1) 求 特征 向 量 W 的 分 量 w;, rw 一 (TT。 六 (i=1,2,.,n)。 
































(2) 归 一 化 处 理 ,We = yw。 


Tu; 


(3) 求 A, 的 相对 重要 度 ww; (权重 )， w= (i=1, 2, *……, n)。 
【 例 7.10】 以 图 7.7 为 例 ， 将 判断 矩阵 五 的 权重 求 出 。 


解 : 
3 I 
2 w /1X3X2 0.874 


5| , 硕 科 鸭 XIX5 一 2. 467 


3 
NN = /ixlxl1=0.464 
ws /XEX1=0.464 


归 一 化 处 理 ， 可 求 得 We 一 0.874 十 2. 467 十 0. 464 二 3 805 


ee 6 
求 权重 wi 一 3.805 了 了 023 一 5805- 








a ~ wl 











0.648 


1_0.464 > 1 
二 3-805 一 M22 所 以 ww 二 (0.23,，05648，0. 122) 


7.6.4 一 致 性 检验 
对 复杂 事物 的 各 因素 ， 人 们 采用 两 两 比较 时 ， 不 可 能 做 到 判断 的 完全 一 致 ， 从 而 存在 估计 
误差 ， 并 导致 特征 值 及 特征 向 量 也 有 偏差 。 为 了 避免 误差 太 大 ， 应 该 衡量 判断 矩阵 的 一 致 性 。 
车 EW 二 nW，W 为 特征 向 量 ，7 为 特征 值 ， 可 以 证 明和 矩阵 下 具有 唯一 的 非 零 最 大 特征 





















































根 Mwxs， 且 Ms 一 2， 这 时 矩阵 五 称 为 一 致 性 矩阵 。 瓦 存在 判断 不 一 致 时 ， 一 般 有 Xx 三 nn。 
为 此 可 以 用 一 致 性 指标 C. I. 检验 判断 矩阵 ， 即 

、 Amax 一 用 

CI.= 


C. 工 值 越 大 ， 判 断 矩 阵 的 完全 一 致 性 越 差 。 若 C. 工 的 值 小 于 或 等 于 0. 10 时 ,通常 

















认为 判断 矩阵 的 一 致 性 是 可 以 接受 的 ， 否 则 需要 重新 进行 两 两 比较 判断 。 
继续 求 例 7.10， 由 EW=XW 
1 
3 2| ro230 mM 0 01 ro.230 
8 1 8 Ke A | ' 四 
1 0.122| Lo 0 1 lo.122 
1 da 
站 名 




















解 得 一 3. 000， Xs 二 3.006， 4s 二 3.008， 则 Ms 一 03 一 3.008， 代 入 C. 工 公式 得 


CI 一 汪 908 3—0. 004<0. 10 


故 上 述 所 得 的 相对 重要 度 向 量 W. 二 [0.230，0. 648，0. 122]7， 可 以 认为 是 一 致 的 ， 
是 可 以 被 接受 的 。 
若 矩 阵 阶 数 nn 较 大 时 ， 可 进一步 使 用 一 致 性 比率 C. R. 指标 来 进行 一 致 性 检验 ， 其 公 


式 为 C. RR. 一 全 夺 X100%。 R. 工 值 见 表 7-9。 


表 7-9 不 同 阶 数 平均 随机 一 致 性 指标 值 (3 过 ”所 10) 
阶 数 (n) | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10 











同样 ， 当 C. R. 一 0. 10 时 ， 判 断 和 矩阵 的 一 致 性 是 可 以 被 接受 的 。 
继续 求解 例 7. 10， n==3,，R. I. 王 0. 52% ，C. 工 三 0.004 





CT. i .0004 
CR. 一 天 下 %= 52%%= 0.008 二 0. 1 可 被 接受 。 


7.6.5 进行 层次 总 排序 (计算 综合 重要 度 ) 

在 计算 各 级 ( 层 ) 要 素 对 上 一 级 评价 准则 A, 的 相对 重要 度 以 后 ， 即 可 从 最 上 一 级 开 
始 ， 自 上 而 下 地 求 出 每 一 组 要 素 关 于 系统 总 体 的 综合 重要 度 (也 称 系统 总 体 的 综 合 权重 )， 
见 表 7-10， 求 C 级 全 部 要 素 的 综合 重要 度 。 





表 7- 10 C 级 的 综合 重要 度 




















1 
CI hl wi hm Wi = ZW 
1 
2 1 
C eb w wb vw 一 Ww 
= 
Cn hl Ww Th, wh 一 ww 























对 于 层次 更 多 的 模型 ， 计 算 方 法 相同 。 

【 例 7.11】 如 图 7.7 所 示 ， 投资 (A) 第 一 层 , 第 二 层 ( 投 资方 案 的 准则 )， 风 险 程度 
(CB,)， 资 金利 润 率 (B; ) 及 转产 难 易 程 度 (B:)， 第 三 层 (3 种 投资 方案 )， 即 生产 某 种 家 用 电 
器 (Ci)， 生 产 某 种 紧俏 产品 (C:) ， 生 产 本 省 的 传统 产品 (Cs: ) 。 分 析 认为 : 若 投资 用 来 生产 
家 用 电器 ， 其 优点 是 资金 利润 率 高 ， 但 因 竞 争 厂家 多 ， 故 所 冒 风险 也 大 ， 转 产 困难 。 若 
资 生 产 本 省 独 有 的 传统 产品 ， 其 优点 是 所 冒 风险 小 ， 今 后 转产 方便 ， 但 资金 利润 率 却 
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完 尘 

















[了 




















低 。 若 投资 生产 紧俏 产品 ， 其 优 缺点 则 介 于 上 述 两 种 方案 之 间 。 因 此 ， 对 上 述 3 种 投资 方 
案 不 能 立即 做 出 评价 和 决策 。 应 用 层次 分 析 法 对 其 进行 分 析 和 评价 。 

解 : (1) 建立 多 级 递 阶 结构 ， 如 图 7.7 所 示 ， 是 一 个 完全 相关 性 的 三 级 递 阶 结构 。 

(2) 建立 判断 矩阵 ， 进 行 层 次 单 排序 ， 计 算 各 级 要 素 的 相对 重要 度 。 

(3) 一 致 性 检验 ， 由 表 7- 11 可 知 C. R. 值 全 部 通过 一 致 性 检验 。 故 所 有 的 相对 重要 


























































































































度 都 是 可 以 接受 的 。 
表 7-11 例 7.11 判别 矩阵 
A 有 B; 有 人 B, CI C CG Wi 
1 
B, 1 去 所 0.230 名 1 去 二 0. 105 
3 5 
B, 1 5 0.648 C 3 二 0. 258 
1 1 本 
Bs 二 洁 1 0. 122 CG 5 3 1 0.637 
(a) C. R. =0.008<=0. 10 (b) C. R. =0.042<0. 10 
有 CGI C G 城 Bs CGI GC CG 城 
a 1 2 7 0. 59¢ a 1 十 证 0.081 
1 E 1 
CG 芝 1 5 03333 C 3 1 志 0. 188 
1 1 国 
G pe 1 0.075 G 7 5 1 0.731 
* 5 
(¢) C. R. =0°015<0. 10 (d) C. R. =0.067<0. 10 


(4) 计算 综合 重要 度 (进行 层次 总 排序 )， 见 表 7 - 12。 
表 7-12 例 7.11 的 综合 重要 度 














2 B B, B 
wi 
可 局 
C 0. 230 0.648 0. 122 
; 
CI 0. 105 0. 592 0. 081 0.418 
CG 0. 258 0.333 0. 188 0.298 
G 0. 637 0.075 0.731 0.284 


























其 中 ， 生 产 家 用 电器 的 综合 重要 度 为 











3 
证 一 >) zl 一 0.230X0.105 十 0.648 X0.592 十 0.122 X0.081 = 0.418 
i=1 


类 似 地 可 求 出 嫉 二 0. 298， 志 二 0. 284， 总 排序 的 一 致 性 检验 达到 满意 的 一 致 性 (过 程 
略 )， 经 比较 后 可 知 wi 最 大 ， 故 投资 家 用 电器 方案 最 好 。 
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7.7 应 用 案例 





x 1 


选 购 计 算 机 的 决策 问题 
某 品 牌 计算 机 公司 ,针对 不 同 消费 人 群 的 不 同 需求 ， 推 出 了 5 种 不 同 配置 的 计算 机 ， 不 同 的 配置 有 
不 同 的 价格 。 具 体 情况 见 表 7- 13。 
表 7- 13 某 品牌 计算 机 的 配置 及 价格 
型 号 CPU 内 存 R | 显卡 G | 硬盘 H | 主板 B 显示 器 M 网 卡 N | 价格 P/ 元 
E670C | E6700 | 512MB | 7300LE | 160GB | 945GB | 17 菜 直 LCD | 100M 6999 








E630T E6300 1GB 7600LE | 160GB 975GB 上 137 英寸 LCD 100M 6888 





E630M | E6300 | 512MB | 6200LE | 160GB | 945GB\ | 49 英寸 LCD | 100M 6999 





E630H E6100 512MB | 6200LE | 320GB | ga5GB 19 英 寸 LCD 100M 6666 


























E670W | E6700 | 1GB | 7600LE 2%0R 975GB | 19 英 寸 LCD | 100M 7666 





小 王 想 购置 一 台 该 品牌 的 计算 机 ， 他 攻读 站 视 和 能 测试 软件 3D Mask 对 各 种 本 时 的 计算 机 法 行 了 六 
试 ，E670C、E630T、E630M、E630Hx RE70W 这 5 款 计算 机 的 油 基 值 分 别 为 5048、5124、4688、4315、 
5898， 其 数值 越 高 ， 计 算 机 的 的 高 。 小 王 购置 计算 员 的 要 求 如 下 。 

(1) 计算 机 的 运行 稳定 性 要 RS 

(2) 平时 主要 用 王 上 侈 和 文字 处 理工 作 。 关 [ 沁 > 

(3) 喜欢 下 载 收集 好 的 影片 > 

(4) 偶尔 玩 玩 游戏 ， “但 都 是 单机 小 游戏 。 

(5) 预算 尽量 不 超过 7000 元 。 

(6) 价格 尽量 便宜 实用 ， 不 要 浪费 。 

请 帮助 小 王选 择 一 台 该 品牌 的 最 佳 配置 计算 机 ， 即 给 出 选 购 决策 方案 。 














xn 2 


石油 开采 问题 

某 石油 公司 拥有 一 块 可 能 有 油 的 土地 ， 根 据 可 能 出 油 的 多 少 ， 该 块 土地 属于 4 种 类 型 ， 可 产 油 50 万 
桶 ，20 万 桶 ，5 万 桶 ， 无 油 。 公 司 目前 有 3 个 方案 可 供 选择 自行 钻井 ,无 条 件 将 该 块 土 地 出 租 给 其 他 
生产 者 ， 有 条 件 出 租 给 其 他 生产 者 。 若 自行 钻井 ， 打 出 一 口 有 油井 的 费用 为 10 万 元 ， 打 出 一 口 无 油井 的 
费用 是 7.5 万 元 ， 每 桶 油 的 利润 是 1.5 元 。 若 无 条 件 出 租 ， 不 管 出 油 多 少 ， 公 司 收取 固定 租金 4. 5 万 元 ， 
若 有 条 件 出 租 ， 公 司 不 收取 租金 ， 但 当 产 量 为 20 万 桶 至 50 万 桶 时 ， 每 桶 收取 0.5 元 。 按 过 去 的 经 验 ， 
该 块 土地 属于 上 面 4 种 类 型 的 可 能 性 分 别 为 10%，15%，25% 和 50%， 该 公司 应 如 何 决 策 ? 

假设 公司 在 决策 前 希望 进行 一 次 地 震 实 验 ， 以 弄 清 该 地 区 的 地 质 构 造 。 已 知 地 震 实验 的 费用 是 


< 


12000 元 ， 可 能 的 结果 是 : 构造 很 好 ， 构 造 较 好 ， 
油井 出 油 量 关系 见 表 7-14， 试 考虑 以 下 两 个 问 


构造 一 般 和 构造 较 差 。 根据 过 去 的 经 验 ， 
题 : 四 是 否 需 要 做 地 震 实验 ? 四 如 何 根据 地 震 实验 的 结果 


决策 论 


地 质 构 造 与 



































进行 决策 ? 
表 7-14 地 质 构造 与 出 油 量 关系 (概率 ) 

P(Q:/si) 50 万 桶 (si) 20 万 桶 (s;) 5 万 桶 (ss) 无 油 (s1) 
构造 很 好 (0, ) 0.58 0.33 0. 09 0. 00 
构造 较 好 (6 ) 0.56 0.19 0. 125 0.12 
构造 一 般 (0;) 0.46 0. 25 0.125 0.165 
构造 较 差 (0,) 0.19 0. 27 0. 31 0. 23 

习 题 
。 填空 题 
(1) 决策 分 析 按 自然 状态 分 类 一 般 有 确定 型 和 3 种 类 型 。 


(2) 不 确定 型 决策 分 析 一 


(3) 从 决策 节点 


着 


ei 


(4) ee 利用 贝 叶 斯 公式 计算 出 各 状态 的 
的 每 一 要 素 与 


般 常 用 的 .5 种 方法 是 乐观 法 、 


来 求解 ， 但 其 决策 的 结果 一 般 是 


引出 的 分 支 叫 


完全 相关 性 结构 的 特点 是 


(6) 人 CL 
一 致 性 是 可 以 接受 的 。 


认为 判断 矩阵 的 
2. 简 答题 


分 支 ， 


由 方案 





三 检验 判断 矩阵。 当 C.I. 三 


(1) 谈 谈 你 对 本 童 介绍 的 5 种 非 确定 型 决策 准则 的 评价 。 
(2) 常用 的 多 目标 决策 方法 有 哪些 ? 


3. 某 电视 机 厂 面 对 激烈 的 市 场 i 
个 改 型 方案 可 供 选择 : 提高 图 像 质量 (Ai ); 
根据 市 场 需 求 调查 ， 


像 和 音响 质量 (As ) 。 





一 般 需求 (拥有 6% 左右 的 购买 者 ) 与 
种 自然 状态 下 不 同 的 改 型 方案 所 获得 的 收益 见 表 7- 15。 


表 7-15 预期 收益 信息 


竞争 ， 拟 制定 利用 先进 技术 对 机 型 改 型 的 计划 ， 
提高 图 像 质量 并 增强 画面 功能 (A: )， 
该 厂 彩电 面临 高 需求 (拥有 8% 左右 的 购买 者 )， 


~ 


节点 引出 的 分 支 叫 


概率 。 
的 所 有 要 素 都 是 相关 的 。 


时 , 通常 


现 有 3 
提高 图 


了 低 需求 (拥有 4% 左右 的 购买 者 )3 种 自然 状态 ， 在 这 3 














次 高 需求 5， 一 般 需求 5; 低 需求 5; 
A 50 30 20 
A 80 40 0 
As 120 20 一 40 
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试用 乐观 法 、 翡 观 法 、 平 均 法 、 折 中 法 (乐观 系数 0. 6) 和 最 小 遗憾 法 进行 决策 。 

4. 某 机 械 厂 生产 机 器 部 件 中 一 种 全 新 的 小 器 件 ， 这 需要 有 一 种 新 型 的 设备 。 他 们 可 
以 购买 或 租借 这 种 设备 ， 也 可 以 通过 改造 旧 设 备 来 解决 这 一 问题 。 未 来 市 场 可 能 好 ， 也 可 
能 坏 ， 其 概率 未 知 。 各 个 不 同 状态 下 的 利润 见 表 7 - 16。 试 用 翡 观 法 、 折 中 法 (一 0.8) 和 
最 小 遗憾 法 进行 决策 。 











表 7-16 利润 信息 




















0 

部 好 (6 ) 坏 (8:) 
di (购买 ) 140 一 20 
d; (租借 ) 95 35 
(改造 ) 100 5 


5. 在 习题 3 中 ， 若 决策 者 通过 样本 调查 得 知 ， 高 需求 一 般 需 求 、 低 需求 3 种 状态 的 
概率 分 别 为 P(S1)==0.3，P(S,) 二 0.5，P(S;) 二 0.27 见 表 7 -17。 试 用 最 大 期 望 收 益 准 
则 进行 决策 。 


表 7-17- 概率 信息 





















高 需求 S, (8%) 一 般 需求 5; (6%) 低 需 求 $5; (4%) 
A 0.3 0.5 0.2 
A 50 30 20 
A; 80 40 0 
A 120 20 一 40 











6， 某 企业 为 开发 一 种 市 场 需 要 的 新 产品 考虑 筹建 一 个 分 厂 ， 建 造 大 厂 需 投资 300 万 
元 ， 建 小 厂 投资 120 万 元 ， 使 用 期 限 为 10 年 ; 新 产品 前 3 年 销路 好 的 概率 为 0.7， 销 路 差 
的 概率 为 0. 3。3 年 后 销路 好 的 概率 为 0.9， 销 路 差 的 概率 为 0. 1。 若 建 大 厂 销路 好 每 年 可 
获 利 100 万 元 ， 销 路 差 每 年 损失 20 万 元 ( 若 建 大 厂 前 3 年 销路 差 ， 以 后 没有 转机 ); 若 建 
小 厂 ， 销 路 好 每 年 可 获 利 40 万 元 ， 销 路 差 每 年 仍 可 获 利 30 万 元 。 若 先 建 小 厂 ， 当 销路 好 
时 3 年 后 再 扩建 ， 需 投资 200 万 元 ， 扩 建 后 销路 好 ， 后 7 年 中 每 年 可 获 利 95 万 元 (扩建 后 
销路 差 每 年 损失 20 万 元 ) ， 当 销路 差 时 不 再 扩建 ， 试 用 决策 树 法 进行 决策 。 

7. 某 公司 欲 确定 下 一 年 度 广告 宣传 方式 。 宣 传媒 介 有 电视 (C1)、 报 纸 (Cs) 和 街头 广 
告 牌 (C;)3 种 ， 由 于 考虑 广告 费用 问题 ， 只 能 选择 其 中 一 种 方式 进行 宣传 。 经 公司 有 关 部 
门 初步 分 析 后 认为 :电视 广告 宣传 面 广 、 观 众多 、 效 果 好 ,但 需 支付 的 费用 也 大 ; 而 街头 
广告 牌 情况 正好 相反 ,宣传 面 较 窗 ， 观 众 相 对 较 少 ， 且 宣传 效果 一 般 ， 但 支付 的 费用 较 
少 ; 报纸 宣传 优 缺点 介 于 上 述 两 者 之 间 。 因 此 ， 对 上 述 3 种 宣传 方式 不 能 立即 做 出 决策 ， 
故 要 求 用 层次 分 析 法 来 确定 上 述 3 种 方式 的 优先 顺序 。 设 观众 人 数 (B; )， 宣 传 效 果 (B。)， 
广告 费用 (B;)。 

下 面 给 出 各 级 判断 矩阵 ( 见 表 (7 - 18)), 计算 各 要 素 相 对 重要 度 ， 进 行 一 致 性 检验 ， 
148 


m=s[ 


























































































































最 后 确定 上 述 3 种 方式 的 优先 顺序 。 


表 7-18 判断 矩阵 






























































A B, 了 B; B CI CG G 
1 
及 到 2 GO 1 5 7 
1 
B; 2 1 3 CG Se 1 5 
5 
1 1 | 
有 也 有 。 及 : 
(a) (b) 
B, C C CG Bs CO CG G 
G 1 2 1 CI 1 十 证 
让 亚 1 9 C 去 下 
2 2 2 2 5 1 3 
1 
G 工 去 1 G 7 3 1 
(c) (d) 
:= -HL 
关键 词 及 其 英文 对 照 

决策 decision making 

确定 型 决策 decision under certaity 

风险 型 决策 decision under risk 

乐观 准则 the maximax criterion 

折 中 准则 the hurwicz criterion 

后 悔 值 准 则 the minimax regret criterion 

最 大 期 望 收益 准则 the expected monetary value criterion 

最 小 机 会 损失 准则 ”the expected opportunity loss criterion 

层次 分 析 法 analytic hierarchy process 

决策 树 decision tree 

决策 论 ecision theory 

非 确定 型 决策 ecision under unertaity 

决策 准则 ecision criterion 

悲观 准则 the maximin criterion 

等 可 能 准则 the equal likelihood criterion 
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